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mas matematicos, de areas
del conocimiento y de su vida
personal.

S3 Pensamiento formal
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de procedimientos no rutinarios
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miento matematico tanto in-
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blemas tanto tedricos como de su en-
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matematicas.

53 Ambiente matemsti-

code comunicacion

Explica el planteamien-
to de posibles solucio-
nes a problemas y la
descripcion de sitwacio-
nes en el contexto que
les dio origen emplean-
do lenguaje matemiti-
co ¥y lo comunica a sus
pares para analizar su
pertinencia.

Metas de Aprendizaje

MI-C1 Ejecuta calculos y al-
goritmos para resolver pro-
blemas matematicos, de las
ciencias v de su entomo.

MI-C2 Observa y obtiene
informacion de una situacion
o fenomeno parn estable-
cer estrategias o formas de
visualizacién que ayuden a
entenderlo.

MI-C3 Selecciona un modelo ma-
tematico por la pertinencia de sus
variables y relaciones para explicar
una situacion. fenomenc o resolver
un problema fanto tetrico como de
su contexto.

MI1-C4 Describe situa-
ciones o fenomenos em-
pleando rigurosamente
el lenguaje matematico
y el lenguaje natural.

M2-Cl Analiza los resultados
obtenidos al aplicar procedi-
mientos algoritmicos propios
del pensamiento matematico
en la resolucion de problema-
ticas fedricas y de su contexto.

M3-C1 Comprueba los proce-
dimientos usados en la resolu-
cion de problemas utilizando
diversos métodos, empleando
recursos tecnologicos o la in-
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cepcion v la inmicién pama
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matico, identificando las variables de
interés, con la finalidad de explicar
una situacion o fendémeno y/o resol-
ver un problemns tanto teorico como
de su entorno.

M3-C3 Aplica procedimientos, téc-
nicas vy lenguaje matematico para la
solucion de problemas propios del
pensamiento matematico, de areas de
conocimiento, recursos sociocogniti-
vos, recursos socioemocionales y de
sU entomo,

M2.C4 Socializa con
5US pares sus conjeturas,
descubrimientos o pro-
cesos en la solucion de
un problema tanto teori-
co como de su entorno,
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procedimientos emplea-
dos en la solucion de un
problema a través de ar-
gumentos formales para
someterlo a debate o a
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M4-C2 Argumenta a favor
o en contra de afirmaciones
acerca de situaciones, fend-
menos o problemas propios
de la matemartica, de las cien-
cias o de su contexto.

M4-C3 Construve v plantea posibles
soluciones a problemas de areas de
conocimiento, recursos sociocogni-
tivos, recursos socioemocionales v
de su entorno. empleando técnicas y
lenguaje matematico.
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Presentacion

Es un placer presentarles este libro de Pensamiento Matemdatico III, que ha sido cuidado-
samente disefiado para acompaniar a las y los estudiantes de bachillerato en su fascinante
travesia por el mundo de esa maravillosa forma matematica de pensar denominada pen-
samiento matematico, que proporciona una base sélida y estimulante para el aprendizaje.

Asi, este libro es para utilizarse en la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) Pensa-
miento Matemdrtico III del Recurso Sociocognitivo Pensamiento Matematico, correspon-
diente al tercer semestre del componente fundamental y extendido del plan de estudios
(UAS. 2024) del Curriculo del bachillerato de la Umversidad Auténoma de Sinaloa
2024 que, de acuerdo con el Marco Curricular Comiin de la Educacion Media Superior
(MCCEMS) establecido por la Secretaria de Educacion Pablica (SEP, 2023a), enfatiza el
desarrollo del pensamiento matematico.

El pensamiento matematico, segin el MCCEMS, se define como:

Un Recurso Sociocognitivo que involucra diversas actividades cognitivas que van
desde la ejecucion de operaciones y el desarrollo de procedimuentos y algoritmos
hasta abarcar procesos mentales abstractos. incluida la intuicion, que se dan cuando
el sujeto participa del quehacer matemitico al resolver problemas, usar o crear mo-
delos, elaborar tanto conjeturas como argumentos y organizar, sustentar y comuni-
car sus ideas. (SEP, 2023c, p. 17)

La secuencia de este libro esta basada en progresiones de aprendizaje, cada una disefia-
da para desarrollar sobre la anterior un pensamiento matemadtico; para el caso particular de
esta UAC, un pensamiento variacional.

En el sentido anterior, las progresiones de aprendizaje (PA) de la UAC Pensamiento
Matematico III desarrollan el pensamiento variacional para el logro de las metas de apren-
dizaje en la siguiente secuencia:

« PAl. La variacién en procesos wnfinitos,

« PA2. Problemas que dieron origen al calculo diferencial.

* PA 3. Estudio del cambio de una funcion de variable real.

* PA 4. Grafica de funciones de vanable real.

* PA5. El limite de una funcion de variable real.

*« PA 6. Funciones continuas,

*« PA7. La definicion de derivada.

« PAB. Reglas basicas de derivacion.

« PA9. El concepto de la derivada como razon de cambio instantanea.

+« PA10. Aplicacion de la derivada al andlisis y graficacion de funciones.



PA 11. Modelacion de funciones derivables y problemas de optimizacion.
* PA 12. Grafica de funciones logaritmicas y exponenciales.

PA 13, Estudio de fenémenos mediante funciones trigonométricas,

PA 14, Modelacion de situaciones mediante funciones derivables.
PA 15. El teorema fundamental del calculo.

Bajo esta logica del proceso de desarrollo del pensamiento matematico, las progre-
siones de aprendizaje estdn estructuradas y secuenciadas, en el sentido de que cada una
es mas compleja que la anterior, de acuerdo al nivel de pensamiento matematico que de-
mande cada progresion. Cada una de ellas, se inicia con una situacion contextualizada o
evaluacion diagnostica; luego, le siguen ejemplos, actividades y evaluacion formativas
disenadas atendiendo a las subcategorias de las categorias del pensamiento matematico,
mismas que orientan hacia el logro de las metas de aprendizaje; al final cuenta con instru-
mentos para la autoevaluaciéon y coevaluacion.

Ademas, en cada PA se consideran tres momentos claves de la evaluacion: diagnostica,
formativa (mientras se aprende) y final; haciendo énfasis en la evaluacion formativa en
funcion de la retroalimentacion, para que, durante el proceso de realizar las actividades de
aprendizaje, las v los docentes puedan determinar el nivel de logro por los estudiantes, en
particular, de las metas de aprendizaje que contribuyen a los aprendizajes de trayectoria.
Es decir, se utiliza la evaluacion formativa como herramienta para comprender su progre-
s0 ¥ ajustar, en consecuencia, las estrategias activas.

También, durante el proceso de aprendizaje, en cada PA se lleva a cabo la autoevalua-
ci6n (A), coevaluacion (C) y heteroevaluacion (H); para ello, se implementa como técnica
principal de evaluacion, la observacion, utilizando guias especificas para tal fin. Los resul-
tados se reflejardn en la tabla que aparece al inicio de cada progresion en correspondencia
con el desempeiio.

Por otra parte, se sugiere usar los codigos QR (generados en parzibyte: https://par-
zibyte.me/apps/generador-qr/), asi como la Inteligencia Artificial y las aplicaciones de
celular como aliados en este proceso de aprendizaje. En cuanto a las representaciones
graficas que se incluyen, estas fueron hechas en Desmos y GeoGebra, asi como las figuras
en Word y en Open [A.

Finalmente, el desarrollar un pensamiento matematico no solo les abrird las puertas en
el aula, sino que también los acompanara a lo largo de sus vidas, dotandoles de la capaci-
dad de enfrentar cualquier desafio con ingenio y perspicacia,

jAdentrémonos juntos en el fascinante universo
del pensamiento matematico!
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La variacion en procesos infinitos

by =filck

fid)-
fa)-

Progresion de aprendizaje 1

Genera intuicion sobre conceptos como varnacion promedio, variacion instantinea, procesos infinitos y movi-
miento a través de la revision de las contribuciones que desde la filosofia v la matematica hicieron algunas v
algunos personajes historicos en la construccion de ideas centrales para el origen del calculo.

En proceso

Meta de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

MI1-C2 Observa v obtiene informacion de una si- A ______________________________________________________________________________________________

tuacion o fenémeno para establecer estrategias o' C : :
formas de visualizacion que ayuden a entenderlo. g ¢ :

| EVALUACION DIAGNOSTICA 1.1

1. En cada proposicion responde si es verdadera (V) o falsa (F):

Proposicion [ VI F

: a) Dados dos conjuntos 4 v B, una funcion de 4 en B es una correspondencia en la que a cada :
| elemento del conjunto A se le asocia un tinico elemento del conjunto B.

' b) Una funcién lineal es creciente si la pendiente de la grafica que la representa es negativa.

: ¢) En la expresion de una funcién lineal f{x) = mx + b el valor de m caracteriza la direccion y
la inclinacion de la recta respecto al eje de las abscisas.

2. Marca con una X la interpretacion que consideras correcta para la expresion: “realizar un
proceso infinitas veces”, en matematicas:
[ ] Describir sitnaciones en las que una operacién se repite continnamente.

[ ] Repetir operaciones de forma continua, acercandose a un resultado especifico, sin llegar a alcan-
zarlo por completo.

[ | Buscar un valor que no se puede alcanzar,

3. Dada la funcion g(r) = —* + 41* + r el valor de g(3) — g(2) =

Pensamiento Matematicolll | 14 |



D etras de cualquier invencion, descubrimiento o nueva teoria, existe, indudablemente, la evolu-
c1on de 1deas que hacen posible su nacimiento. Lo que hoy se denomina Calculo Infinitesimal
o simplemente Calculo, es un ejemplo de ello. El Calculo cristaliza conceptos y métodos que la
humanidad estuvo tratando de dominar por mas de veinte siglos. Gran cantidad de cientificos de
diferentes épocas trabajaron con los métodos “infinitesimales”, pero hubo que esperar hasta el siglo
XVII para tener la madurez social, cientifica y matematica que permutiria construir y, a partir de ahi,
desarrollar el Calculo que utilizamos en nuestros dias.

(Pero, qué debemos entender por Calculo Infinitesimal?

El Célculo Infinitesimal esta relacionado con los procesos infinitos a través de cambios conti-
nuos; en particular, al hacer, sucesivamente, determinado proceso tan pequefio como se quiera.

Imagina una carrera en la que el corredor avanza cada vez la mitad del trayecto que le queda por
recorrer. Al representarnos esa carrera aparentemente es un proceso que no termina, asi se acerque
el corredor a la meta, pues por mucho que se reduzca el segmento que falta, siempre llega solo a la
mitad, como se muestra a continuacion.

ik | | |
. | | |

¢Llegari el corredor a la meta? Este, es un ejemplo de un proceso infinito a los que el cilculo in-
finitesimal da respuesta. como irds aprendiendo a lo largo de esta Unidad de Aprendizaje Curricular
(UAC), Pensamiento Matematico III, pues comprobards que se puede realizar un proceso infinitas
veces v, no obstante, obtener un resultado.

., Meta
—

_ ﬂ.l:l;widad fl:rrrrlatiu_a [

I. Divide un segmento en dos partes iguales. A continuacion, el segmento de la 1zquierda lo
divides a la mitad y asi sucesivamente, ;A qué valor se aproxima la longitud del segmento en
la medida que haces mas divisiones?

[

Dibuja un cuadrado. cuyo lado tenga una unidad de longitud. Calcula la diagonal del cuadrado
y construye, sobre uno de los vértices, un cuadrado que tenga como diagonal la mitad de
la diagonal del cuadrado anterior y asi sucesivamente. Obtén una expresion para el lado

del cuadrado, después que hayas hecho n divisiones. ;A qué valor se aproxima el lado del
cuadrado?

3. La figura de la derecha muestra varios cuadrados
inscritos en un cuadrado original. Obsérvala con
atencion, reflexiona y responde las siguientes
preguntas:

a) (Cual es el procedimiento para dibujar los
cuadrados inscritos?

b) (Existe un limite en la cantidad de cuadrados
inscritos que se pueden dibujar?

Justifica

| 1 2 La var@acion &n RIOCESOS ifinkos



c) (El proceso de construccion de cuadrados inscritos es un proceso finito o mfinito?

d) (Es posible determinar la longitud de los lados v el area de cada uno de los cuadrados
mnscritos? (Como harias el célculo?

El calculo infinitesimal esta constituido por dos grandes ramas, el célculo diferencial y el calculo
integral. El calculo diferencial, en el cual te iniciaras a lo largo de esta UAC Pensamiento Matemati-
co III. esta basado en el concepto de movimiento instantaneo y estudia a través de procesos infinitos,
por ejemplo, la variacién o cambio de una magnitud o una funcion respecto a otra magnitud en un
momento especifico, mientras que el calculo integral se ocupa, también mediante procesos infinitos,
de resolver problemas como el area que se encuentra determinada bajo una curva cualquiera o volu-
menes de determinados cuerpos.

Para conocer mas sobre el significado del calculo diferencial,
en particular, observa el video que aparece en el codigo QR 1.1.

St bien Isaac Newton (Inglaterra, 1643-1727) v Gottfried
Wilhelm Leibniz (Alemania, 1646-1716), son considerados los
padres del Calculo, ellos representan un eslabén en una larga
cadena iniciada muchos siglos antes, ya que algunas ideas del
cdlculo fueron desarrolladas tempranamente en las matematicas griegas, chinas, indias e islamicas.
Fueron ellos quienes dieron forma a los procedimientos infinitesimales de sus antecesores inmedia-
tos y comenzaron el uso moderno del calculo en Europa durante el siglo XVII. Con posterioridad,
otros destacados matematicos continuaron desarrollando el calculo infinitesimal.

QR Ll Signifi-
cado del Calculo
Diferencial. (Par-
zibyte, 2025},

A continuacion, te presentamos algunos de los principales precursores del Calculo, destacando
sus principales contribuciones.

A

EUCLIDES

LEONHARD JOSEPH LOUIS
(300 a.c) ! WILHELM LEIBNIZ EULER LAGRANGE
(1643-1727) (1646-1716) (1707-1783) (1736-1813)

Desarrolld los | Formmlé el | Desarrollé lanotacionque | Contribuyo al | Extendiéyperfeccionoelcaleu-
conceptos geomé- | calculo di- | todavia se usa hoy. Utilizd | desarrollo del | lo de variaciones y a partir de
tricos que senta- | ferencial e | por primeravez el calculo | caleulo y la | susaplicaciones a la mecanica,
rian las bases para | integral. para encontrar el area bajo | notacién ma- | sentd los fundamentos de la
el calculo. la curva de una funcion. tematica. llamada Mecanica analitica.

Figura L.1. Precursores del Calculo Infinitesimal.
Fuente: Elaboracion propia (OpenAl, 20235).

Para conocer mas sobre su desarrollo histonico, consulta el |
codigo QR 1.2. QR 1.2. Desarrollo
histérico del
Caleulo  Infinite-
simal. (Parzibyte,
2025).

La importancia del célculo infinitesimal radica en su capa-
cidad para analizar v describir fenémenos que no pueden ser
explicados por medio de la geometria clasica o el algebra. Se |

Persammento Matematico [l 1 a |



utiliza para resolver problemas para los cuales las matematicas de la antigiiedad fueron msuficientes
y permite entender como se mueven los objetos en el espacio, como cambian las variables en fun-
ciones matematicas y como se relacionan diferentes magnitudes.

El calculo infinitesimal abre puertas a campos
dentro de la ingenieria, la fisica, la economia. la
biologia y otras dreas y posibilita modelar fenome-
nos para entender su comportamiento.

(Alguna vez viste una carrera de autos? Todos
las automoviles inician en condiciones iguales. La
velocidad de partida es cero, el lugar de donde par-
ten es casi el mismo y todos parten al mismo tiem-
po. Pero la llegada al final de cada uno de ellos no
es la misma. Unos llegan antes que otros. Te has
preguntado, ;qué paso a lo largo de la carrera? Si
hacemos una foto del desarrollo en un momento
dado, obtendriamos algo parecido a lo que obser-
vamos en la imagen de la Figura 1.2. Sin embargo,
al final de la carrera solo cuenta el resultado, la

g il Figura |.2. Carrera de autos.
posicion en la que se ha llegado. Pero esa posicion Fuenre: Elaboracion propia (OpenAl 2025),

es fruto de los distintos instantes que componen la
carrera. Adelantamientos, aceleracion, frenada en las curvas, todo tiene que ver con la variacion del
movimiento en los momentos de la carrera.

Variacion promedio y variacian instantanea

De manera general. cuando hablamos de la variacion nos referimos a un cambio o movimiento, es
decir, a un fenémeno que no esta estatico, sino dinamico. Tal es el caso de la variacion de la tempe-
ratura del cuerpo cuando tenemos fiebre, al medirla en dos momentos distintos; el crecimiento de
un recién nacido entre algunas semanas de diferencia; o bien, el movimiento de un vehiculo en un
intervalo de tiempo o como se mueve en un instante determinado.

Asi, con este ultimo ejemplo, podemos diferenciar entre la variacion promedio y la variacion
instantdnea como dos tipos de cambio que miden como varia un fenémeno o un suceso en funcion
del tiempo en el que se calculan.

Variacion, razon o tasa de cambio promedio

Consideremos una funcion que representa o caracteriza una determinada situacion. La variacion
promedio o tasa de cambio promedio de una funcién en un intervalo es el nimero de unidades que
crece (o decrece) la funcién por cada unidad que aumenta la variable independiente. Por tanto, la va-
riacion promedio de una funcion se calcula dividiendo el cambio total de la funcion en un intervalo
entre la amplitud de ese mismo ntervalo.

Si consideramos un intervalo [a, b] y f(a) y f(b) son los valores de la funcién en a v b, entonces:

b)Y - fla)

Variacion promedio en [a, b] = ¥, [a, b] = s

En correspondencia con el caracter de la funcion, la variacion promedio puede ser positiva, ne-
gativa o cero, como se muestra en la Figura 1.3:
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Figura L.3. Grafica de una funcion.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

*  Sifi(x) es estrictamente creciente en el intervalo [a, b], la variacion promedio es estrictamente

positiva. V la.b] ﬂbl ﬁn}

* Sif(x) es constante en el intervalo [b, ¢]. la variacion promedio en ese intervalo es cero,
Como f{x) es constante en [b, ¢], f(b) =f(c). luego fic)—flb)=0
I Ib il ﬂr} ﬂbl =8

*  Sif(x) es estrictamente decreciente en el intenrﬂlu [e, d], la variacion promedio es estrictaa
mente negativa.

Jid) ﬂf]
F;*[C'd] d-c¢

Ejemplo formativo 1.1
l. Dada la funcion f(x) = x* + 6, calcula la variacion promedio en los intervalos [2, 5] ¥
[-3. 0].
Resolucion
El primer paso es evaluar la funciébnena=2y b=35:
J2)=2P+6=4+6=10yf(5)=(5rP+6=25+6=3I

Calcula la variacion promedio de la funcién en el tervalo aplicando la formula de la variacion
promedio en el intervalo:
S1b)-fla)
g —
Vola, b] =——

f5)-A2) 31-10 _ 11_?
B o =T &

ri2,5]=
i
Como resultado, obtenemos que la variacion promedio en el intervalo [ 2, 5], es positiva, indicando
que la funcién en ese intervalo experimenta un incremento.

Ahora, considera la misma funcion f{x) = x* + 6 pero calcula su variacion promedio en el intervalo
[-3, 0]. El primer paso es evaluar la funciénena =-3 y b = (O:

f(-3)=(3)+6=9+6=15y f(0)=(0P+6=0+6=6
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Posteriormente, calcula la variacion promedio de la funcién en el intervalo aplicando la férmula
de la variacion promedio:

0)-f(-3) _6-15 2
0—-(-3) 3 3
Como resultado, obtenemos que la variacion promedio en [-3, 0] es negativa, indicando que la
funcion en ese intervalo experimenta un decrecimiento.

v, -3, 0]=7

2. Un tren sale de una ciudad A hacia una cudad B. En las primeras dos horas recorre 112 km y
a las cuatro horas habia recorrido 245 km. ;Cual es la velocidad promedio con la que recorrio
ese trayecto del recorrido?

Resolucion

La velocidad con que se desplaza el tren esta dada por la expresion v = %

En #,= 2 horas recorre una distancia d, = 112 km y en 7, = 4 horas recorre una distancia d, = 245 km.

Por tanto, la velocidad promedio en ese trayvecto es la variacion promedio en el intervalo [2. 4]:
Cdy-d,  245-12 133

Vet =43 —3 =665

La velocidad promedio con la que recorrio ese trayecto es de 66.5 km/h.

Actividad formativa 1.2

1. Calcula la variacion promedio de las siguientes funciones en los intervalos dados.
2) f(x)=2¢~ 3 en 5, 10]
b) g(x)=2x"+x,en[-3, 0]
c) flx)= 1:_}-1‘ en [2, 2+ A
2. Enuna carrera un atleta recorre los primeros tres segundos a una velocidad de 10 m/s. Después

de los 8 segundos habia recorrido 90 m, ;Cual es la velocidad promedio a la que recorri6 ese
segundo trayecto de la carrera?

Variacion instantanea

Para aproximarnos al concepto de variacion instantanea, partiremos de un ejemplo.

Ejemplo formativo 1.2

. En el entrenamiento de un ciclista que se mueve a lo largo de una pista, el entrenador obtuvo
las siguientes mediciones de su posicion en diferentes tiempos, conun cronémetro electrénico:

* Alos 3 segundos, el ciclista ha recorrido 9 metros v a los 5 segundos, el ciclista estd en la
posicion de 25 metros.

* Alos 3.5 segundos, el ciclista estd en la posicion 16 metros y a los 4.5 segundos, el ciclista
esta en la posicion 20 metros.

*  Alos 3.9 segundos, el ciclista estd en la posicion 18.5 metros y a los 4.1 segundos, el ciclis-
ta estd en la posicion 19.1 metros.

* A los 3.99 segundos, el ciclista esta en la posicion 18.98 metros y a los 4.01 segundos, el
ciclista esta en la posicion 19.02 metros.
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* A los 3.999 segundos, el ciclista esta en la posicion 18.998 metros y a los 4.001 segundos, el
ciclista esta en la posicién 19.002 metros.

*  Alos 3.9995 segundos, el ciclista esta en la posicion 18.999 meiros y a los 4.0005 segundos,
el ciclista esta en la posicion 19.001 metros.

El entrenador quiere conocer qué velocidad llevaba el ciclista a los 4 segundos de iniciar el entre-
namiento. Calculemos la velocidad promedio en el primer intervalo:

Posicion 2 — Posicionl ~ 25-9
Vb3 3] = oo Tiempel — 5-3 oS

Utilizando esa misma expresion puedes calcular la velocidad promedio en cada intervalo de tiem-
po considerado v asi se completa la siguiente tabla.

Tiempo 1 - Tiempo 2 | Posicion 1 | : Posicion 2 Velocidad promedio
3 | 5 | 9 | 25 8
3.5 | 4.5 | 16 | 20 4
3.9 4.1 | 8.5 | 19.1 3
3.99 4.01 | 18.98 | 19.02 2
3.999 ' 4.001 ] 18.998 | 19,002 )
3.9995 4.0005 18.999 | 19.001 2

Con estos resultados el entrenador concluye que la velocidad en el segundo 4, es de 2 m/s.

El proceso de acercamiento a un determinado valor en el que se quiere conocer la variacion ins-
tantanea de una funcion en ese valor constituye una forma aproximada de obtenerla; posteriormente,
en esta UAC, estudiaras conceptos y métodos que permiten obtener la variacion instantinea de una
funcion a través de un proceso infinito.

Actwidad formativa 1.3

l. Un objeto dejado caer desde una determinada altura se mueve en caida libre a una velocidad
dada por la expresion v(f) = gt, donde g = 9.8 m/s® es la aceleracion que ejerce la gravedad
sobre todos los cuerpos.

Si se deja caer una pelota desde una altura de 160 m:

a) Determina la velocidad media o promedio a los tres segundos de caida.

b) Utilizando la formula v, = r'-.;—r,_ completa la siguiente tabla para calcular la velocidad
promedio en los intervalos de tiempo sefialados:
Intervalo | [3.4] [3, 3.5] (3.31] | [3.301] | [3.3.00] | [3,3.0001]
__ o _.__ | |
| dl . u | - | - Al
Velocidad media | ' | [ 1

c) ;A qué valor se aproxima la velocidad instantinea a los tres segundos?

Persanmento Matematico [ 1 ?



&S00 EVALUACION FORMATIVA 1.1

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

l. Construye un rectangulo de base 4 cm y ancho 2 em. Divide a la mitad el rectingulo y una
de las mitades resultantes dividela a la mitad; asi sucesivamente continiia construyendo
rectangulos.

a) ¢(En cuantos pasos termina el proceso de construr rectangulos?

b) ;Cual seria la suma de las areas de los rectangulos obtenidos?

ta

Calcula la varnacion promedio de la funcion f{x) = 2v* + 5y — 3 en el intervalo [2, 5].

3. Durante una competencia de ciclistas realizada en la ciudad de Guadalajara, que duré 5 horas.
se estudio, en particular, la velocidad promedio de dos de los ciclistas concursantes. El
desplazamiento del primero se caracterizé por la funcion f{r) = —2¢° + 97, mientras que el del
segundo fue determinado por la funcion g(r) =1 + 41 + 1.

a) Halla la variacién promedio de la velocidad de cada uno de los ciclistas en las primeras
2 horas.

b) ;Cual consideras tuvo mayor rendimiento?

] s

La variacion an procesos nintos
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Autoevaluacion y coevaluacion 1.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupao: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

. Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para

el aprendizaje de la progresion de aprendizaje |. Responde con honestidad a la evaluacion de
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
Desempetio del Bueno  Sobresaliente

Propicie un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
COmpaneros.

Analicé, a partir de ejemplos, como a través de procesos infinitos, se
puede obtener la variacion o cambio de una magnitud o una funcién
respecto a otra magnitud. (M1-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeifio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje | y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
Desempeiio de logro Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
compaiieros.

Analizé a partir de ejemplos como a través de procesos infinitos, se
puede obtener la variacion o cambio de una magnitud o una funcién
respecto a otra magnitud. (M1-C2)

Nombre y firma de quien coevalia

Persanmento Matematco [l 1 9



Problemas que dieron origen al
calculo diferencial

Progresion de aprendizaje 2

Analiza de manera infuitiva algunos de los problemas que dieron origen al calculo diferencial, en particular el
problema de determinar |a recta tangente a una curva en un punto dado.,

Metas de aprendizaje Ez PRQORsO. Bueno Sobresaliente
e logro ;

M3.C3 Aplica procedimientos, técnicas y: 5

lenguaje matematico pars |a solaCion de Pro-1. 2. b ol i i st S deade e e s

blemas propios del Pensamiento Matematico, : c !

de Areas de Conocimiento, Recursos Socio-: = 1 0/ o b s

cognitivos. Recursos Socioemocionales y de: ¢ : '

su entorno. H

MI1-C4 Describe situaciones o fenomenos em- ﬁ ________________________________________________________________________________________________________

pleando rigurosamente el lenguaje matemati- : C ; :

6.6l Isnunié Tl R T et s
| EVALUACION DIAGNOSTICA 2.1

Relaciona las siguientes columnas.
Definicion Concepto
1. Par de valores que representan la ubicacion de un punto en un plano. [ | Recta tangente a una curva
2. Expresion matematica de la forma: vy = mx + b [ | Coordenadas de un punto
3. Relacion entre el cambio en y con el cambio en x de una recta. [ | Funcién lineal
4. Rama de las matematicas que estudia las figuras geométricas wtilizando : s
coordenadas y ecuaciones. [ | Ptometrii-analine

5. Recta que interseca a una curva en dos puntos distintos. [ | Geometria sintética
6. Recta que toca la curva en un solo punto. [ | Pendiente de la recta

7. Rama de las matemiticas que estudia las propiedades v relaciones de
las figuras geométricas sin recurrir a coordenadas, se basa en postulados | | Recta secante
basicos y teoremas.
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De la geometria antigua al calculo moderno: el problema de la tangente

magina que eres un estudiante de bachillerato apasionado por

las matematicas y te enfrentas a un problema que ha interesa-
do a los matematicos durante siglos: ;como puedes encontrar la
pendiente de una curva en un punto especifico? Esta cuestion es
fundamental para comprender fenémenos en fisica, ingenieria,
economia y otras ciencias.

El calculo de la recta tangente en un punto de una curva tiene
sus raices en los antiguos matematicos griegos, como Euclides,
Apolonio y Arquimedes. Ellos definieron la recta tangente como
aquella que toca a la curva en un punte y sigue su misma direc-
cion sin cruzarla. En una segunda etapa, matematicos como Des-
cartes, Fermat, Torricelli y Barrow aplicaron calculos algebraicos,
maximos y minimos, asi como limites, para encontrar la recta tan-
gente en curvas mas complejas. Finalmente, en una tercera etapa,
Isaac Newton en Inglaterra (Figura 2.1) y Gottfried Wilhelm Letb-  Figura 2.1 Issac Newton (1643-1727).
niz en Alemania, (Figura 2.2), considerados los fundadores del fgg’;;e Elaboracitn propia:(CperAl,
cilculo infinitesimal, desarrollaron de manera independiente esta
rama completamente nueva de las matematicas, como ya conoces
de la progresion de aprendizaje anterior. Uno de los problemas
clave que abordaron fue determinar la pendiente de una recta
tangente a una curva en un punto dado.

La recta tangente tiene gran importancia, es fundamental en el
estudio de las matematicas puras, asi como en aplicaciones en in-
genieria, fisica, economia y otras disciplinas que dependen de la
comprension de cambios y variaciones en sistemas dinamicos.

Si tu familia posee una parcela agricola donde cultivan toma-
tes, uno de los desafios que enfrenta es maximizar la produccion
de tomates a lo largo del tiempo. Para tomar decisiones infor-
madas sobre la siembra y cosecha, necesitas comprender como WA
cambia la produccion de tomates con respecto a varios factores, Y 3
por ejemplo, la cantidad de fertilizante utilizado o el tiempo de Figura 2.2. Gottfried Wilhelm Leibniz
crecimiento de las plantas. Es necesario considerar como la pro-  (1646-1716). . .

i ; : : Fuenfe: Elaboracion propia (OpenAl
duccion de tomates (en kilogramos) cambia con el tiempo (en 523,
semanas) v si la produccion de tomates P(t), como funcion del
tiempo f. se puede modelar mediante la siguiente funcién cuadratica:
P(t) =-21* + 81+ 20,
entonces aqui es donde el estudio del cambio de una funcion de vanable real, a través del calculo
diferencial, se vuelve decisivo.

La recta tangente: un acercamiento INntultivo

Pensemos en un coche que sigue una carretera con curvas. En cada punto de esa carretera, el coche
sigue una direccion particular. Esa direccion es la que describe la recta tangente en ese punto. Aun-
que la carretera es curva, la recta tangente es una linea recta que toca la curva en un solo punto y
no la corta. y nos da informacion sobre la direccion que lleva el coche en ese instante. Sin embargo,
en algunos casos, la recta tangente en ese punto puede cortar la curva en otro punto. Esto ocurre
cuando la curva tiene una forma tal que la tangente, al extenderse, vuelve a encontrarse con la curva
en un punto diferente.
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Con la siguiente actividad. vamos a revisar y reforzar un concepto fundamental de la geometria
sintética: la tangente, la cual ya se tratd en Pensamiento Maremdrico {1,

Actividad formativa 2.1

1.

Para el desarrollo de la actividad necesitas un juego geométrico. Mientras trabajas, piensa en
la naturaleza de la tangente. ; Qué observas? ;Donde toca la recta a la curva? Una propiedad
clave que debes recordar es que la tangente toca a la curva exactamente en un solo punto.

a)

b)

Dibuja rectas tangentes sobre circulos siguiendo los pasos que se muestran a continuacion:
Paso 1. Dibuja tres circulos en tu cuaderno de al menos 2 cm de radio.

Paso 2. En cada circulo dibuja un punto en la circunferencia.

Paso 3. Traza una recta que solo toque a cada circulo en el punto dibujado en el paso 2.
Paso 4. ;Como se le llama a la recta que toca al circulo en un solo punto?

Paso 5. Traza una recta normal a la recta tangente en el punto dado en cada circulo.

Paso 6. Del paso anterior, ;esa recta perpendicular contiene al radio del circulo?

Dibuja una recta tangente a la curva con apoyo de una parabola siguiendo los pasos que se
muestran a continuacion:

Paso 1. Dibuja en tu cuaderno una parabola con vértice V'v cuyo eje de simetria sea una
recta [.

Paso 2. Traza el segmento AP, de tal manera que sea perpendicular a /. donde 4 esta sobre
la recta / y P sobre la parabola.

Paso 3. Sobre / traza el punto B, tal que AV = VB, es decir, la distancia de 4 a F es igual
a la distancia de V" a B.

Paso 4. Traza una recta que pase por los puntos Py B.
Paso 5. ;Como se le llama a la recta que toca la curva en un solo punto?

La recta tangente: direccion y analisis local de curvas

El objetivo de conocer la recta tangente en una curva es fundamentalmente comprender como se
comporta la curva en un punto especifico. Este conocimiento nos permite determinar la direccion

de la curva en ese punto, es decir, la inclinacion

Grifica de posiciéon en fancién del tiempo

o pendiente de la curva en relacion con los ejes v Sil rectn tangente

cartesianos; al respecto, algunos puntos clave
para ampliar esta idea son: 15}

L.

2

ee

Pendiente de la curva en el punto: la
pendiente nos dice si la curva esta subien- loy
do (pendiente positiva), bajando (pendien-
te negativa), o si es horizontal en ese punto
(pendiente cero).

Aproximacion local: la recta tangente 0
proporciona la mejor aproximacion lineal

Posscadm
»

ala curva cerca de ese punto. Si1 ampla- =1 Vo e T e G
mos la vision, una curva puede parecer — Tangenteent=1
complicada y no lineal, pero a escala local, 3 B 0 I 2 3
la recta tangente nos da una representacion Tempo (i

Figura 2.3. Pendiente de la curva posicion-tiempo (Fisica ).

lineal sencilla, Fuente: Elaboracion propia (OpenAl, 2025),
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3, Aplicac iones: Grifica de Ia curva de costos v su recta fangente

. . . 100 e ——
» FEn la fisica. esta mformacion es Civa de costes

clave para determinar la velocidad T Nt
mnstantinea de un objeto en movi-
miento. La pendiente de la curva
de posicion-tiempo en un instante
nos indica la velocidad en ese mo-
mento (ver Figura 2.3). §

* Enlaeconomia, como se represen- 20} A
ta en la Figura 2.4, puede utilizarse 3
para medir la razén de cambio de —
una variable, como los ingresos o
costos, en relacion con otra varia-

o

2 1
ble, como la cantidad de produc- Tiempo (1)

cion. Figura 2.4, Tasa de cambio { Economia).
Fuente: Elaboracion propia (OpenAl, 2025).

» En ingenieria, ayuda a compren-
der la inclinacién o direccion de
una superficie en un punto dado
(ver Figura 2.5).

4. Transicion al cdlculo diferencial.
Al estudiar la recta tangente, estamos
abordando uno de los problemas que
dio origen al calculo diferencial, plan-
teado inicialmente por matematicos
como Fermat y Descartes, quienes
buscaban la inclinacion de curvas en
un punto sin necesitar una formula ex-
plicita para la curva.

Por tanto, conocer la recta tangente no
solo nos informa sobre la direccién de
una curva en un punto, sino que tam-
bién es una herramienta clave para Ny . e
analizar como cambian los fendmenos _ o = /4 Ol SR .
que modelamos mediante funciones Figura 2.5, Inclinacion o direccion de una superficie (Ingenieria. )
matematicas. Fuenfe: Elaboracion propia (OpenAl 20215),

La recta secante y su relacion caon la recta tangente

La relaci6n entre la recta secante v la recta tangente radica en que la recta secante sirve como una
aproximacion del comportamiento de la curva entre dos puntos, mientras que la recta tangente re-
presenta el comportamiento instantineo en un solo punto. Una recta secante es aquella que corta una
curva en dos o mas puntos distintos. A medida que los dos puntos de la curva que determinan la recta
secante se acercan entre si, es decir, cuando la distancia entre ellos tiende a cero, la recta secante se
convierte en la recta tangente en un punto.

Por lo tanto, la recta tangente puede considerarse como el caso limite de la recta secante, propor-
cionando la pendiente exacta y la razén de cambio instantdnea en un punto especifico de la curva,
mientras que la recta secante ofrece una razén de cambio promedio entre dos puntos distintos.
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Ejemplo formativo 2.1

l. Un atleta esta corriendo en una pista
circular, como se muestra en la Figura
2.6. En cada momento, el atleta cambia de
direccion. pero en un instante especifico,
la direccion en la que esta corriendo puede
representarse mediante una recta tangente a
la pista en ese punto.

a) Escribe la ecuacion de un circulo
centrado en el orngen.

b) Utiliza el applet para manipular el punto
sobre la circunferencia del circulo, el
cual representa al atleta en movimiento.

Resolucion

a) Lenguaje matemaitico. S1 la pista es
un circulo su ecuaciéon centrada en el
origen es: x* + 1* =17,

b) Applet. Atleta corriendo en la pista
circular  htips://www,geogebra.org/m/

bwhwh2sx
Interpretacion

Se observa que, aunque la pista es curva. en un
instante especifico el atleta sigue una linea rec-
ta, que corresponde a la direccion de la tangente.

Figura 2.6. Atleta corriendo en una pista circular.
Fuente; Elaboracion propia (Openal, 2025).

Atleta corriendo en una Secanie Recta tangente
pista circular f,r"
i
oA
e
__J'
.-'j
.‘f
Atleta
Wl
B ; -

" & Recta tngente (Chreccion atletn. en ese punto)
= Recta secante (Corma el coarcums)

Actividad formativa 2.2

I. Movimiento de un coche en
una carretera montanosa: un
coche se mueve poruna carretera
simnuosa en las montafas. Si
queremos saber hacia donde
se dirige exactamente en un
momento  dado, podemos
observar la direccion de la recta
tangente a la carretera en ese
punto (Figura 2.7).

a) ;Qué representa la recta tan-
gente a la carretera en el pun-
to donde se encuentra el co-

che? Figura 2.7. Carretera simosa.
Fuente: Elaboracion propia (OpenAl, 2023),

b)Si1 observamos que la carrete-

ra se hace mas curva en un tramo, ;como cambiaria la recta tangente en comparacion con

un tramo mas recto?
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: Actwidad formativa 2.3

l. Lasombra de un arbol:
pensemos en la sombra
de un arbol que cambia
de direccion a lo largo
del dia. Si graficamos
la posicién de la sombra
con el tiempo., la
curva resultante puede
tener tangentes que
representen la direccion
en la que se proyecta la
sombra en un momento
dado (Figura 2.8).

a) (Qué representa la Fim 2.8. Somibra de un arbol.
recta tangente a la cur-  Fuente: Elaboracion propia (OpenAl, 2025).
va que describe la po-

sicion de la sombra del drbol en un momento especifico del dia?

b) Si la sombra se desplaza mas rapidamente durante el mediodia, ;como afectaria esto a la
pendiente de la recta tangente en ese tramo de la grafica?

¢) ;Como cambiaria la recta tangente si1 la sombra del arbol se moviera mas lentamente al
amanecer o al atardecer?

Segtin lo analizado podemos establecer la definicion de recta tangente a una curva.

Definicion de recta tangente a una curva

Una recta tangente a una curva es una recta que foca la curva en un tinico punto y que no la
Cruza en ese punto.

En el punto de tangencia, la recta tiene la misma direccién que la curva, lo que significa que com-
parte la misma pendiente que la curva en ese punto. Es, por asi decirlo, una aproximacion lineal de la
curva en un entorno muy pequefio alrededor del punto de tangencia. El objetivo de conocer la recta
tangente en cualquier curva es determinar la direccion de la curva en un punto especifico.

En el siguiente applet que aparece en el codigo QR 2.1, escri-
be diversas funciones con el objetivo de practicar el trazado de
rectas tangentes a una curva en distintos puntos, en el applet:
recta tangente a una curva.

QR 2.1 Applet de
GeoGebra.
(Parzibyte, 2025).

El concepto de recta tangente: una aproximacion intuitiva
v visual para el estudio de curvas

Observa la Figura 2.9; identifica la recta v = |; asi como la curva fix) = x* — 2x? + 1; en el punto
B(0, 1) la recta es tangente a la curva. En los puntos 4 y C, la recta corta a la curva.

La recta tangente esta estrechamente relacionada con la idea de pendiente. Intuitivamente, la
pendiente de una curva en un punto es la inclinacion de la curva en ese punto, y la recta tangente es
la linea que tiene esa misma inclinacion.
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Ahora, podemos imaginar que estamos ob- A
servando una curva muy de cerca.

S1 hacemos un zoom suficientemente gran- Fix)=34— 21+
de en un punto de la curva, la curva comenzara
a parecerse a una linea recta. Esa linea recta es
lo que llamamos la recta tangente en ese punto.

Esta aproximacion lineal es util porque las
lineas rectas son mucho mas faciles de mane-
jar matematicamente que las curvas. La recta
tangente nos da una manera de simplificar el
estudio de las curvas al aproximarlas por lineas
rectas en puntos especificos.

H B 3 "
.La E!Etemun.am?u de la recta tafl genieeae Figura 2.9, Graficas de las funciones: fin) =a* -2+ Lir=1
aphcacmnes practicas en muchas areas. Fuente: Elaboracion propia ( GeoGebra, 2025),

Actividad farmativa 2.4

. (Como se puede interpretar la recta tangente en el contexto de un coche que sigue una carretera
curva?

2. (Por qué se dice que la recta tangente toca la curva en un solo punto y no la corta?

3. (Enqueé casos la recta tangente si puede cortar la curva?

Calculo de la pendiente de la recta tangente a partir de la recta secante

Para abordar el calculo de la recta tangente, es util revisar algunos conceptos de la geometria ana-
litica v sintética. En particular, de la geometria analitica, la pendiente de una recta y las ecuaciones
de lineas y curvas. De la geometria sintética, las propiedades de los triangulos y los angulos. Estas
propiedades nos ayudaran a visnalizar mejor las relaciones entre la curva y su tangente, ya que. por
ejemplo, podemos usar la geometria analitica para encontrar la ecuacién de una curva y luego aplicar
meétodos de la geometria sintética para entender las propiedades de la tangente.

El cilculo diferencial surgié, como ya conoces, a partir de la necesidad de resolver problemas
relacionados con el cambio y la variacion, especialmente en geometria y fisica. Uno de los proble-
mas centrales que motivaron el desarrollo de estas 1deas fue, precisamente, el de determinar la recta
tangente a una curva en un punto dado. A continuacion, se analizan algunos problemas de manera
intuitiva, los cuales fueron clave para el nacimiento del cdlculo diferencial.

Ejemplo formativo 2.2

1. Traza la recta tangente a f(x) = x°, en el punto P(-2, 4).

Resolucion

Inicia con el trazo de la recta secante que pasa por los puntos P(-2, 4) y O(0, 0) de la funcion
(Figura 2.10), siendo x, = -2, v, = 4, asi como x, = 0, y, = 0.

Larecta PO tiene una variacion en x, Ay = x, —x,, luego x, = x, + Ax,

La recta PO también tiene una variacion en y, Av =y, — v, luego v, = y, + Ay (Figura 2.11).
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Av

-2 Av -] 1 2
Figura 2.10. Funcion flx) =x* v |a recta secante que pasa por Figura 2.11. Varaciones Ax ¥y Aventre Py .
los puntos Pv Q. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025),

Fuente: Elaboracion propia {GeoGebra, 2025).

Recuerda que v, = f(x,). v,=flx,). pues son las imagenes de fevaluadas en x, y x, respectivamente.
Sustituyendo Ay = v, — v, = flx,)) — flx,) = flx, + Ax) —flx,).

A partir de las variaciones en x y en v, se tiene la razén de cambio % de f(x) = x* que es la pen-
diente de la recta secante que pasa por Py Q.

_ Cambioenlaordenaday _ Av _ flx, + Ax) - flx,)

m

“  Cambio en la abscisax  Ax Ax

Evalia para P(-2. 4) y O(0, 0). Evaluia para P(-2,4) y O(-L 1).
Comox,=-2,¥,=4yx,=0,y,=0 Comox,=-2,y,=4yx,=-1y=1
se fiene: se tiene:
Arv=x—-x;=0-(-2)=2 Ax=x—x,==1-(2)=-1+2=1
Six,+ Ax)=f(-2+2)=(0)>=0 flxg +tAx) =f[2+1)=(-1)2 =1
Jteg) = (20 =4 flxg) = (-2 = 4
S, +Av)—flx,)=0-4=—4 Jxy+ Ax) = flxg) =1-4=-3
o - Slxy + Av) - fix,) . ) P S A -fixg) _ =3 —_3

sec Av 2 sec Ax 1

Observa que, a medida que x, se acerca a x. la diferencia Ax decrece y se va aproximando a cero.
Consecuentemente Ay = f(x, + Av) — f(x,) también decrece y las rectas secantes varian sucesiva-
mente hasta que se obtiene la recta que es tangente a f(x) = x* en el punto P(-2, 4).

Mediante el ejemplo anterior, hemos visto el proceso para trazar una recta tangente a la funcion
y = f{x) en el punto P(x,, f(x,)). Pero, ;cudl es la ecuacion de la recta tangente?

De la recta tangente, se conoce el punto de tangencia P(x,, v,). v para determinar la ecuacion en
la forma punto-pendiente: vy — v, =m,_ (¥ —x,) se necesita calcular la pendiente m__ . la cual puedes
obtener, en forma aproximada, seleccionando un punto cercano al punto de tangencia, digamos
(x, + N, flx, + 1)), siendo /1 un pequefio incremento respecto a x, y proceder como en el Ejemplo
formativo 2.2. acercando sucesivamente x, + /i a x, y obtener asi la ecuacion aproximada de la recta
tangente: y — y, = m,, (X —x,).

Esta ecuacion se puede transformar en la ecuacion pendiente-ordenada al origen v = m,_ x + b,
por transposicion de térmimnos haciendo b = v, = f(x,). La forma exacta de obtener la ecuacion de la
recta tangente la estudiards en una progresion de aprendizaje posterior.
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QR 2.2. Applet de
GeoGebia,

Firente; Parzibyte,
2025,

Con ayuda del siguiente applet, codigo QR 2.2, simula el acercamiento del punto O al punto P,
ademas mueve el punto 4 (forma un angulo de 90 grados) y observa el valor de Av v Av. El applet
muestra la pendiente de la recta secante PQO. Ademas, muestra la ecuacion de la recta tangente en el

punto

P.

&SI EVALUACION FORMATIVA 2.1

nnnnnnn

[

-------

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Responde las siguientes preguntas considerando la relacion entre la pendiente de una curva y
su recta tangente.

a) (Coémo se relaciona la pendiente de una curva en un punto con la recta tangente en ese
punto?

b) (Por qué es util hacer una aproximacion lineal de una curva en un punto utilizando su recta
tangente en ese punto?

¢) (En queé casos la recta tangente puede cortar la curva en otros puntos, como ocurre en los
puntos 4 v € de la Figura 2.10?

S1 tu familia posee una parcela agricola donde cultivan tomates, uno de los desafios que en-
frenta es maximizar la produccién de tomates a lo largo del tiempo. Para tomar decisiones
informadas sobre la siembra y cosecha, necesitas considerar que la produccion de tomates (en
kilogramos) cambia con respecto al tiempo (en semanas), Si se considera que la produccién
de tomates como P(1) en funcion del tiempo 1. se puede modelar mediante la siguiente funcién
cuadratica: P(r) = -212 + 8¢ + 20, responde las siguientes preguntas apoyandote, cuando co-
rresponda, en el siguiente applet:

https://www.geogebra.org/m/dv74qkzy
a) Escribe la variable produccion de tomates en kilogramos en funcion del tiempo.
b) Escribe la variable referente al tiempo de crecimiento de las plantas en semanas.

c) La produccién de tomates, P(7), en funcién del tiempo (semanas), estd modelada por una
funcién cuadritica, ;cual es?

d) ;La funcidén es concava hacia arriba o hacia abajo?

e) ;Que representa el término constante 207

f) ;En la funcién se observa un punto minimo o miximo?
g) ;Cuando ocurre la maxima produccion?

h) (Cual es el objetivo del problema?

1) ¢Cuales son las coordenadas del punto de tangencia cuando la pendiente de la recta tan-
gente es 1gual a cero?

1) :Qué indica el punto T(2. 28)?

Problemas qua deron ongan al calculo diferancial



Autoevaluacion y coevaluacion 2.

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

MNombre: Flantal;

Autoevaluacion para el aprendizaje

Grupo: Turno:

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 2. Responde con honestidad a la evaluacion de

cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Utilicé el concepto de secante y sus propiedades para obtener la tan-
gente a una curva en uno de sus puntos. (M3-C3)

Determiné tanto de forma grafica como intuitivamente la recta tan-
gente como aproximacion de la recta secante, (M1-C4)

Coevaluacian para el aprendizaje

Enproceso o6 Sobresaliente

de logro

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 2 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio
Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.
Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.
Contribuyd colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
compaineros.

Utilizo el concepto de secante y sus propiedades para obtener la tan-
gente a una curva en uno de sus puntos. (M3-C3)

Determind tanto de forma grafica como intuitivamente la recta tan-
gente como aproximacion de la recta secante. (M1-C4)

En proceso Bueno  Sobresaliente

de logro

Nombre y firma de quien coevahia

Permsanmento Matematico [l
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Estudio del cambio de una
funcion de variable real

Progresion de aprendizaje 3

Revisa situaciones y fenémenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad de modelarlos

aplicando algunos conocimientos bésicos de funciones reales de variable real vy las operaciones basicas entre
ellas.

b . Enproceso | ;
Metas de aprendizaje : de logro : Bueno Sobresaliente

MI-C3 Construye un modelo matemﬁlico.é,q,

finalidad de explicar una situacion o feno-:C
meno y/o resolver un problema tanto tedrico v
como de su entorno. iH

| EVALUACION DIAGNOSTICA 3.1

1. Se realizo un experimento en el que se registro la distancia que se desplaza un automovil
despues de frenar, durante el tiempo medio de reaccion, para algunos valores diferentes de la
velocidad. Selecciona en cada caso la respuesta correcta:

a) ;Cual de las siguientes expresiones algebraicas representa el comportamiento mostrado en
la tabla y la grafica de la derecha?

Lo d=v-15 v: velocidad | o distancia | @ (m/s)4
i d= 18 en km'h en metros S ——— -
30 0 g
i, d =3 v~ 15 50 10 | - all
. : 60 15 0 70
iv. d= R 15 70 20 v (km/h)

b) La velocidad maxima v a la que el automovil debe desplazarse para que pueda detenerse
casl instantineamente es:

1. 20 km/h 1. 30 km/h i1, 35 km/h
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c) Ladistancia que recorre el automovil antes de detenerse después de frenar, cuando viaja a
130 km/h es:

1. 30m 1. 40 m 1. 50 m

2. Sig(x)=x"=3x-10y h(x)=x+ 2, ;cuadl es el resultado de la operacion (g/h)(x)? Argumenta
tu respuesta.

. x+35
. x-5
itx—2

El fenomeno del cambio y su modelacion con funciones de variable real

unque parezca contradictorio, el cambio es una constante en nuestro universo ya que se presen-

ta en todos lados y en todo momento. Este fenémeno, no es ajeno al ingenio humano, de hecho,
desde la prehistoria el homo sapiens ha aprovechado la observacion de los patrones en los cambios
de la naturaleza para predecir y anticiparse a eventos para su beneficio; por ejemplo, el cambio de
estacion para establecer el mucio de un ciclo agricola, el cambio de color y de tamaiio de un fruto
para saber cuando realizar la cosecha, entre otras situaciones.

Predecir un cambio resulta ventajoso para un individuo o una comunidad, por lo que es enten-
dible la tendencia del ser humano a perfeccionar como analizar el cambio. En este sentido, las
funciones de variable real son de gran utilidad, pues permiten modelar, tanto fenémenos naturales
como artificiales, a través de la relacion que tienen determinados pardmetros (las variables), como
el tiempo o la utilizacién de un recurso, con respecto al comportamiento de otro parimetro o su
disponibilidad.

En la UAC Pensamiento Matematico II. al aplicar las funciones lineales en la solucién de pro-
blemas, estudiaste el concepto general de funcidn, que es importante recordar para el tratamiento
de esta progresion: una funcion: f es una regla que produce una correspondencia entre dos conjun-
tos. de modo que a cada valor x del primer conjunto, que se denomina dominio de la funcion, le
hace corresponder un unico valor f(x) perteneciente al otro conjunto que se le llama codominio
de la funcion.

Por tanto, una funcion es una relacion, que se establece a través de una regla entre un valor de
entrada (variable independiente) y un valor de salida (variable dependiente). de tal manera que,
siempre que se asigne un valor de entrada, la correspondencia de la regla determinari exactamente
un valor de salida, que forma el conjunto imagen o rango (R,), dentro del codominio de la funcion
(Figura 3.1).

Dominio de f. D, Codominio de f

O

Figura 3.1. Esquema de una funcion.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2025).
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S1 el dominio y el codominio son subconjuntos del conjunto de los niimeros reales la funcion se
denomina numérica o de variable real.

Las funciones proporcionan un medio para describir y comprender relaciones entre vanables y se
pueden representar de diferentes formas, como ya estudiaste: a través de una descripeién verbal, una
expresion algebraica, un conjunto de pares ordenados, una tabla de valores o mediante una grafica,
que se obtiene representando los pares ordenados (x, f(x)) como puntos del plano cartesiano.

De acuerdo con lo anterior, del ejercicio | en la evaluacion diagnéstica. puedes concluir que:

a) Las variables que proporcionan el medio para describir y comprender la relacion entre ellas
son la distancia recorrida (d') v la velocidad del vehiculo (v).

b) La regla que establece la relacion entre las variables es la expresion algebraica: d = %v— L5

c) Sobre los valores que pueden tomar las variables, para la variable v, su dominio, de acuerdo
con el contexto planteado en el problema, son valores mayores o iguales a 30 kmv/h, mientras
que la variable 4, puede obtener valores mayores o iguales a 0, ;por qué?

d) Las representaciones que se utilizaron en dicho problema fueron la expresién algebraica, la
tabla de valores y una grafica.

Para mostrar en forma explicita como abordar en diferentes areas el cambio a través de su mode-
lacién con funciones, se presentan a continuacion algunas aplicaciones en situaciones y fendémenos
donde se caracteriza el cambio mediante funciones.

Campo de la fisica. El cambio de posicion de un cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba en
funcion del tiempo se analiza desde el movimiento uniformemente acelerado, cuyo modelo mate-
matico es:

() = hy+ vyt + %gﬂ
Donde:
h(r): altura en funcion del tiempo
Ji,: altura inicial
v,: velocidad micial
t: tiempo en segundos
g: valor de la aceleracion debida a la gravedad

Actividad formativa 3.7

. Una pelota ha sido lanzada con una velocidad inicial de 64 pies/s desde la parte superior de un
acantilado a 100 pies del suelo de un candn. La aceleracion debida a la gravedad es —32 pies/s-.

a) Encuentra el modelo del cambio de posicion de la pelota con respecto al tiempo obtenien-
do su expresion algebraica, llenando la tabla de valores a partir de observar su representa-
ci6n grafica, como se muestra en la siguiente pigina.

Primero establece lo siguiente:

h,=
Vg =

g-_—
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c1

on?

d) (A los cuantos segundos llegara al suelo?
e) (Cudles son las variables de la funcion?

Expresion algebraica: Grafica:
i
180
Tabla de valores: 160 o | |
. Tiempo (5) | Altura i(6) (pies) 140 / \ | |
0 100 0 / | \ | |
1 -y
. 100 ,
3 80 ' \
- 60 \
5 | 40 \ |
b) ¢(En cuanto tiempo alcanzara su altura maxima [a 20 :
pelota? | 1 | -
c) (Cuales la altura maxima alcanzada por la pelota? 0 1 2 3 % § &%

f) (Cudles son los valores (conjuntos numeéricos) que pueden tomar las variables de la fun-

Campo de la biologia. La extincién o crecimiento de una poblacion de bacterias, hongos o de
crias domésticas y ganado; pueden ser modelados por funciones del tipo exponencial, es decir, fun-
ciones en las que la vanable independiente se encuentra en el exponente de un niimero. Su forma

general es:

donde f{(x): es la funcion de crecimiento

Actividad

b: es el valor inicial
a: es el factor de cambio

x: es la variable independiente

formativa 3.2

a) C

ompleta lo siguiente.

Identifica:

La variable independiente:
h=

a=

Tipo de funcién:

f(x) = ba*

Persaniento Matematico [

. Enun cultivo hay inicialmente 500 bacterias y se duplica en tamafio cada hora, Si este creci-
miento es exponencial, encuentra el modelo del cambio de poblacion de bacterias con respec-
to al tiempo ¢ en horas a través de su expresion algebraica, la tabla de valores y de su grafica
(apoyate en GeoGebra) e interprétalo respondiendo las interrogantes,
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Expresion algebraica: Grafica:

Plr4
8000
Tabla de valores: 7000
Tiempo (£) I Poblacion P(r) | 6000
’ 5000
| 4000
|
—L- : 3000
|
: ) : 2000
b) A partir de los resultados obtenidos, responde:
1. (Cuales son las variables de la funcion? 1000
1. ;Cudles son los valores (conjuntos numéricos) 5 73 3 2}

que pueden tomar las variables de la funcién?
11, (En cuanto tiempo la poblacion llegara a 4,000 bacterias?
1v. ;En cuanto ttiempo la poblacion llegard a 8,000 bacterias?
v. ;Cudntas bacterias habra a las 10 horas?

Campo de la economia y administracion. En economia y administracion se conoce como in-
greso, a la cantidad total de dinero que obtiene una empresa u organizacion, debido a la venta de sus
productos o a la prestacion de sus servicios. Lo anterior puede ser modelado por una funcién lineal
y su forma general es:

I.=px

Donde:

I.: ingreso total

p: precio del producto o servicio
x: canfidad de productos vendidos o servicios brindados

_ Ejemplo formativo 3.1

1. Una empresa en la que se fabrican cargadores para teléfonos celulares vende a sus clientes
mayoristas dichos cargadores a un costo de $150.00. Si para ser considerado como cliente
mayorista necesitan hacer una compra de al menos 1,000 productos, ;cual sera el ingreso
menor que pudiera recibir el fabricante de un cliente mayoritario?

Resolucion
Como la funcidn I; = px, se tiene:

* Vanable independiente x: cantidad de cargadores

* Costo de cargador: p = 150
Entonces, I, = 150x.
Si la cantidad de cargadores minima a vender es 1,000 se tiene:

1. =150(1000)
1, =150000
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Por lo tanto, el ingreso menor que puede recibir el fabricante de un cliente mayoritario es
$150,000.00.

Habras podido observar en los ejemplos anteriores que se aborda una situacion de cambio, como
puede ser el crecimiento de una poblacion, el movimiento de un cuerpo fisico o un fenémeno eco-
nomico haciendo una modelacion con funciones,

Sin embargo, hay sucesos o fenomenos en los que es necesario trabajar con mas de una funcion

de variable real para analizarlos, para lo cual, como parte del proceso de modelacién es necesario
realizar operaciones con funciones.

Operaciones con funciones

Las funciones se pueden combinar en formas diferentes; una forma basica se refiere a sumar, sus-
traer, multiplicar y dividir funciones. Dadas dos funciones f* v g de variable real, podemos considerar
su suma, resta, multiplicacion y division y formar nuevas funciones, [+ g, f—g.f - g v f/g, las que
se definen por las siguientes reglas y condiciones sobre sus dominios.

_ Operacién ' Ejemplo
Suma:
X)=2x+3yglx)=x1+2x—
(f+2)x) =flx) + glx) Seaﬂt(]f 2;;;:‘} Y‘f:{ “’4\."“: !
+glix)=x"+4x+2
| D_r- : = Df n D{
Resta: ] =yl
(f= 2)(x) =fx) — g(x) Seaflx) {'f?’r T f ‘gt'ﬂ:; ree
-_ X} =—X=
Dy =D,N D, #
Multiplicacion: 2 -
(f - 8)(x) = fx) - 20) Seaf(x)=xy _g[:f]:l: 2
D,,=D,ND, | (f-8)x)=22+2
Division: | g B
(flg)(x)=flx)glx). g(x) £ 0 Seaflx) = x; e f B ;_ %z
D,,=D,N D, Ix|gx)=0} (ig)ay =+

Una operacion particular con funciones tiene lugar cuando nos referimos a la composicion de
funciones. la que se representa esquematicamente en la Figura 3.2. Sean 'y g dos funciones cua-
lesquiera tales que el rango de [ se encuentra dentro del dominio de g; la composicion de g y fes la
funcién en la que a cada valor x del dominio de fse hace corresponder el valor g[ fix)], se denota
como g « f. es decir:

(g = f)x) =gl fix)]
P (g =1 )x) =gl Mx)]

w

Rango de /1

Dominio de f Dominio de g Codominio de g

Figura 3.2. Esquema de la funcion compuesta.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2025).
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De 1gual forma, si el rango de g se encuentra dentro del dominio de f la composicion de [y g es
la funcién dada por f[g(x)]. se denota como [ = g y se tiene:

(f = &)(x) =f[a(x)]
Si, por ejemplo f{x) = x* y g(x) = x + 3, se cumple R,= R_c R = Dg. luego
(g =/ )x)=glfix)] =glx*] =x*+3

Ejemplo formativo 3.2

1. Dadas las funciones anteriores f{x) =x" y g(x) =x + 3:
a) Determina (f= g)(x)
Como R, =R — K = D, entonces

(f = g)x)=rflglx)] = fTx+ 3] =(x+3)
b) Calcula ( f= g)(2)

(S=2)2)=/18(2)]=/12+ 3] =/5)=(5) =25
c) Calcula (g-f)(2)

(g-)2)=g[2)]=g[22]=22+3=T7

Como habras podido apreciar de los dos ejemplos anteriores la composicion de funciones no
cumple la propiedad conmutativa, es decir, en general

(feg)x)#(g°f)x)

___ﬂ._qlfl_u_idad formativa 3.3

Realiza las siguientes operaciones con las funciones dadas.

1. Siftx)=3x-5:glx)=x"-3x— 10y I(x)=x + 2, calcula:
a) (f+g)x)
b) (g—-f)x)
c) (g/h)(x), ;para qué valores es posible esta operacion?
d) (f(x)
e) ([ h)x)

2. Dadas las funciones f{x) = x? —= | y g(x) = x + | calcula:
a) (f+g)x)
b) (/+g)3)
c) (g-f)x)
d) (g-/)0)
e) (f/g)x), ;para qué valores es posible esta operacion?

f) (f/gil)

3. Dadas las funciones f{x) =x" - Syglx)=x+ 5:
a) Determina ( f= g)(x) y (g = f)(x)
b) Calcula (f= g)(1)y(g-f)1)
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Como va se ha mencionado, existen situaciones o sucesos cuyo cambio puede ser estudiado me-
diante una modelacion en la que se realicen operaciones con funciones. Por ejemplo, la obtencion de
utilidades (ganancias) de una empresa se determina por la diferencia que existe entre la funcion
de ingreso total (/) y la de costo total (C;).

Por lo tanto, matematicamente la utilidad (U7) puede ser calculada por la expresion:
Ulx) = I(x) — C; (x)

A su vez, el costo total se obtiene a partir de la suma de la funcién de costo variable C, y la de
costo fijo (C)), es decir: Cr=C, + C,.

Actividad formativa 3.3

l. Unaempresa produce y vende un articulo a un precio de $150.00, s1 sus costos fijos mensuales
son de $400.000.00 y sus gastos de mano de obra son de $20.00 por producto y por concepto
de materia prima de $30,00 por producto, determina la utilidad mensual de la empresa si su
produccion y venta mensual es de 10,000 articulos.

Resolucion

* Primero. Determina la funcién de ingreso total, que ya conoces, /.= px, donde
p=
Luego, la funcion [, =

* Segundo. Determina la funcién de costo total C, la cual se compone del costo variable y el
costo fijo.

El costo variable, es aquel que depende directamente del nivel de produccion, por ejemplo,
la materia prima y la mano de obra necesarios por la cantidad de productos o servicios
brindados, para este caso: C, =

Por su parte, la funcién de costos fijos representa aquellos costos que no wvarian
significativamente con los cambios en el nivel de produccién, normalmente es una funcién
constante, en este caso: Cf =

Por lo tanto, si la funcion de costo total es C; = C, + C,, resulta:
* Tercero. Calcula la funcion de la utilidad U(x) = I(x) — C,(x) .

» Cuarto. Determina cual es la utilidad sustituyendo el valor de x.

20 EVALUACION FORMATIVA 3.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

l. En una granja se quiere desarrollar la cria de un tipo de conejos y para ello se introducen
50 conejos. Conociendo que la tasa de natalidad mensual de ese tipo de conejos es del 5%,
establece el modelo que explique el comportamiento de cambio de poblacién de conejos al
cabo de un tiempo f en meses dando su expresion algebraica, tabla de valores y su grafica
(apoyate en GeoGebra).

a) Completa lo siguiente,

Identifica:
. b i
L] rll' P

*  Varnable independiente:
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Expresion algebraica: Griafica:
100 .
90
80
70
60
50
40

30

Tabla de valores:

| 20
10

1 2 3 4 5 6 7 § 9 10 1

b) Consultando los resultados obtenidos, responde:

1. ;Cuales son las variables de la funcion?

1. ;Cudles son los valores (conjuntos numéricos) que pueden tomar las variables de la
funcion?

i1, (En cuanto tiempo la poblacion llegari a 60 conejos aproximadamente?
iv. (En cuanto tiempo la poblacion llegari a 64 conejos aproximadamente?

v. (Cudntos conejos habra a los diez meses?

2. Uncultivo de bacterias cada cinco horas triplica su poblacién. Si el niimero inicial de bacterias
es 100, utilizando una funcion exponencial, determina:

a) La expresion algebraica que representa el nimero de bacterias B(7) en el tiempo /.
b) ;Cuadl es el niimero de bacterias al cabo de 10 horas?

¢) ¢(En cuantas horas el cultivo de bacterias se elevara a 10,0007

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
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Autoevaluacion y coevaluacion 3.1

|
|
| AUTOEVALUACION Y COEVALUACION
[
|
[

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

. Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 3. Responde con honestidad a la evaluacion de
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
Desempeiio de logro Bueno  Sobresaliente

Propicie un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
| mis compafieros.

Participe activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis

companeros.

Utilicé las funciones v las operaciones con funciones para modelar v
| resolver problemas de diferente indole. (M1-C3)

| Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo. que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 3 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

| Desempeiio ED DIOCESO  Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
| mis compaieros.

| Participo activamente con ideas para |a toma razonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
compaiieros.

Utilizo las funciones y las operaciones con funciones para modelar y
resolver problemas de diferente indole. (M1-C3)

Nombre vy firma de quien coevalia
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Grafica de funciones
de variable real

flx)=~x

D, = {x|x#0}
Rf= {x|x#0]}

Progresion de aprendizaje 4

Analiza la grafica de funciones de variable real buscando simetrias, v revisa conceptos como continuidad, cre-
cimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos, concavidades, entre otros, resaltando la importancia de
estos en la modelacion y el estudio matematico.

Metas de aprendizaje Egﬂp Ir::;ﬂ Bueno Sobresaliente
MI-C2 Observa y obtiene informacién de una | A |
situacion o fendémeno para establecer estrate- C
giag o Jormas ide: visnaReneion e BYHOBI G 507 2 e ceesnirssssonsos friessserssissisiossoniassssisssnlsipsmissssabentivrermusitains
entenderlo. ‘H
| EVALUACION DIAGNOSTICA 4.1
1. ;Qué coordenada tiene el punto marcado en el grafico de la v
derecha? o
b) (0.-1) - w_l“ —t—
c) (0,1) Y
d) (1,0)
2. (Cudl es el dominio de la funcioén f{x) = x7?
a) [0, +) b) (-, 0]
C) {—C(E, +:I-‘-:I d} [U, 1}
3. (Cudl es el rango de la funcién f(x) = x2?
a) [0, +x) b) (~, 0]
€) (—c0, +w) d) (0, 1)
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aria es la encargada de un invernadero que cultiva tomates. Para asegurar un crecimiento op-

timo de las plantas, necesita monitorear y analizar la temperatura durante el dia. Utilizando
sensores, ha registrado la temperatura durante 24 horas y ha generado una grafica que muesira la
temperatura (en °C) en funcion del tiempo (en horas, desde las 00:00).

La grafica de la Figura 4.1 muestra el comportamiento de la temperatura a lo largo del dia.

(12, 35)

Tempemtura en °C

(0,10)  (24,10)

B 1 -
0 20

Tiempo en horas

Figura 4.1. Comportamiento de la temperatura del invemadero de 0 a 24 horas.
Furenre: Elaboracion propia (Desmos, 2025},

Analizando el comportamiento de la grafica de la Figura 4.1, observa que presenta las siguientes
caracteristicas.

Dominio [ El tiempo varia de las 00:00 a las 24:00 horas.

Rango La temperatura varia entre los 10 °C y 35 °C.

La funcion es continua porque la temperatura cambia gradualmente sin cambios instantaneos
Continuidad abruptos (el sensor no falla, ni se abre una puerta repentinamente, es decir, no presenta hue-
cos ni saltos),
Creciente de 0:00 a 12:00 (madrugada v salida del sol).
Decreciente de 12:00 a 24:00 (tarde ¥ noche).
| Temperatura maxima de 35°C a las 12:00.
Temperatura minima de 10°C a las 00:00 v a las 24:00.

Monotonia

Puntos criticos

La temperatura aumenta hasta llegar a un valor maximoy luego empieza a disminuir forman-

Gy e | do una pardbola, por lo que presenta una concavidad hacia abajo.

Funciones numericas

Las funciones numéricas son herramientas matematicas para describir, analizar y predecir relaciones
entre cantidades que cambian. Por ejemplo. una maquina magica que transforma ntimeros: introdu-
ces un niumero por un lado y sale otro niimero por el otro lado, siguiendo siempre una regla especi-
fica. {Eso es esencialmente una funciéon numérica!

Definiciones de [uncion

1. Una funcién fde un conjunto 4 a un conjunto B es una relacion o regla de correspondencia
que a cada elemento x € A le asigna un tinico elemento y = f{x) € B.

2. Una funcién es un conjunto de pares ordenados de niimeros (x, v) en el que no existen dos
0 mas pares ordenados con el mismo valor de x y diferentes valores de v.

3. Una funcién es una relacion entre dos vanables (x, y) de tal manera que a x (la variable
independiente), le corresponde uno y solo uno de los valores de v (la variable dependiente).
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Las funciones numéricas se clasifican en algebraicas y trascendentes.

Funciones 4

La grafica de una funcion es la representacion visual de
la relacion entre dos conjuntos de valores: el conjunto de
entrada (generalmente representado en el eje horizontal o
eje x) y el conjunto de salida (representado en el eje vertical
o eje v). Cada punto en esta grifica corresponde a un par or-
denado (x, v), donde x es un valor del dominio de la funcién
v v = flx) es el valor de la imagen correspondiente al rango

Polinomiales

( Algebraicas

| Trascendentes

Trigonométricas

de la funcion (Figura 4.2).

La grafica permite observar de forma intuitiva el com-

Racionales

Iiracionales

Logaritmicas
Exponenciales

Ejemplos: f(x) =5x, flx)=3x"—-x+5

2
-

Ejemplos: f(x) = % )=z

Ejemplos: f(x) = vx, f(x) = Vx*+ 3

Ejemplos: f{x) = log,x. fix)=Inx
Ejemplos: fix) =2, fix)=¢"

Ejemplos: f{x) =sen x, flx) =cosx

(x; ) |

i

Figura 4.2, Grafica de una funcion y =fix).
Fuenfe: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

portamiento de la funcion, a través del estudio de sus caracteristicas o propiedades.

Caracteristicas y compaortamiento de las funciones

En esta progresion de aprendizaje, se estudian las caracteristicas y el comportamiento de las funcio-
nes algebraicas. Dichas caracteristicas son el dominio, el rango, la continuidad, la monotonia, los
extremos relativos, la concavidad, el punto de inflexion, la paridad, la simetria y las asintotas.

El dominio de una funcién f que se representa como D,, es el mayor subconjunto del conjunto '\
de niimeros reales para los que f{x) es un numero real (Figura 4.3).

El rango de una funcion f que se representa como R, es el subconjunto de nimeros reales que
resulta de evaluar f{x) para cada niimero real de su dominio (Figura 4.3).

42

flix)=x

3

fix)=x

R, =N R, = {x|x= 0]

Figura 4.3. Dominio y rango de una funcion.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos. 20235),

Grafica de funciones de vanable real

o) =+

fix)y=+x
1 ¥
- o g
.E.‘rJr = {x|x # 0} D, = Ix|lx> 0}
R, = {x|x#£0} R, = {x|x= 0}



La manera mas intuitiva de entender la continuidad de una funcién es pensar en dibujar su
grafica. Una funcion es continua si puedes dibujar su grafica sin levantar el lapiz del papel. La
representacion grafica de esta funcion es una curva continua, sin saltos ni cambios bruscos. Si fienes
que levantar el lapiz haz encontrado una discontinuidad (Figura 4.4).

(x=1)-1

Slx)=x fl =% ‘;‘, x#2 flx) = I
T < X0

Y v
Continua en todo K. Discontinua en x = 2, Discontinuaenxy = 0.
Discontinidad (hueco). Discontinidad con un punto desplazado.
=X E | 1 1
A) = X)=— YY) = =
Sfx) {2 S fx) = Jx) =

-‘I

0f 1 Y
Discontinnaenx=1 Discontinuaenx= 0 Discontinuaenx =10
Discontinuidad de salto finito. Discontinuidad de salto infinito. Discontinmidad de salto
mfinito.

Figura 4.4. Continuidad de una funcion.
Fuwente: Elaboracion propia (Desmos, 2023),

La monotonia de una funcién describe como “crece” o “decrece” una funcién a medida que
avanzamos de 1zquierda a derecha en su grafica (Figura 4.5):

* Funcion creciente. A medida que x aumenta, f{x) también aumenta, es decir, si X, < X, entonces
Sixy) < flx,).

* Funcion decreciente. A medida que x aumenta, f{x) disminuye, es decir, si x, < x, entonces
Slx) < flx,).

* Funcién constante. La funcion f{x) no cambia, aunque ¥ aumente o disminuya, es decir,
Jx,) = f(x,) para todo x,, x, € R.

fix)=2 J(x)===x Sx) =x2 flx) = ?l-
S
Vi :
-— 2L
- -
2 % 37

Constante: (—wo, +w) Decreciente: (—w0, +90) Decreciente: (-0, 0) Creciente: (—w=, 0)
Creciente: (0, +=) Decreciente: (0, +oxc)
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141, x<0

flx)=+x fix)=Inx flx)=e flxy=1L 0<x<3
(x—3P+1Lx>3

Vi
y i | /

~0 x = 2 R
- g‘ "= V l‘!{}' 2 g
Creciente: (—oc, 0)

Creciente: (0, +w=) Creciente: (0, +oc) Creciente: (—=, +@) Constante: (0, 3)

. i Creciente: (3, +ux)
Figura 4.5. Monotonia de una funcion.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Un extremo relative (o local) de una funcion, es el valor donde la funcion alcanza un valor
“mas alto” o “mas bajo” que los puntos cercanos a él en un intervalo. Es como encontrar las “cimas”
y los “valles™ en la grafica de una funcion (Figura 4.6):

» M:ximo relativo (o local). Es el valor de la ordenada del punto (x. v) en el que la grifica
cambia de direccion de creciente a decreciente, formando lo que se conoce como “cima”.

* Minimo relativo (o local). Es el valor de la ordenada del punto (x, v) en el que la grafica
cambia de direccion de decreciente a creciente. formando lo que se conoce como “valle”,

Toma en cuenta que el maximo absoluto de una funcién es el mayor valor que toma la funcién
en todo su dominio y el minimo abseluto de una funcion es el menor valor que toma la funcién en
todo su dominio.

Jx) = SIx)=x*+3x1 -1 Six)=x" —4x* — 2v* + |2x

(-1, -9) (3.-9)

Enx=0se !t}r:aljza Enx=-2se localiza el valor En x = -1 se localiza el valor minimo abso-
el valor minimo ab-  maximo relativo f{-2) = 3. luto f{-1) = -9,

soluto /0) = 0. En x = 0 se localiza el valor Enx =1 se localiza el valor maximo relati-

minimo relativoen f{0)=—1.  vofll)=7.

En x = 3 se localiza el valor minimo abso-
luto f{3)=-9.

Figura 4.6. Maximo ¥ minimo relativo de una funcion.
Fuente: Elaboracion propin (Desmos, 2025).

La concavidad de una funcion, describe la forma en que se “curva” la grafica, es decir, como
se “dobla™ la curva (Figura 4.7):

« Concava hacia arriba (U). S1 dados dos puntos cualesquiera (4 y B) de su grafica, el seg-
mento de recta que los une queda por encima de la curva de la funcién.

« Concava hacia abajo (). S1dados dos puntos cualesquiera (4 y B) de su grafica, el segmen-
to de recta que los une queda por abajo de la curva de la funcion.
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JIx)=x'—4x’ -2+ 12v

¥,
\ e
- =
" ZMF
El segmento de recta El segmento de recta AB queda por abajo de

AB queda por encima  la curva, la funcion es concava hacia abajoen Codncava hacia arriba en
de la curva. La fun- (—o0. 0). El segmento de recta CD queda por (-=, 0), concava hacia
cion es concava hacia  arriba de la curva, la funcion es concava hacia  abajo en (0, 2) y concava
arriba. arriba en (0, +x0). hacia arriba en (2, +x).

Figura 4.7, Concavidad de una funcion.
Fuwente; Elaboracion propia | Desmos, 2025),

Un punto de inflexion de una funcién, es un punto donde la funcion cambia la forma en que se
curva, es decir, donde cambia de ser concava hacia arriba a ser concava hacia abajo, o viceversa
(Figura 4.8).

Jx) == fMAx)=x*+3x1-1 fx)=x'-6x+4x
' Vi
Y 4 4
-t L
ly *
(-1, +9)
L
La funcion no cambia de  La funcidon cambia de conca-  La funcion presenta dos cambios de
concavidad por lo que no  vidad en (-1, 1), por lo que es  concavidad, por lo que los puntos
tiene punto de inflexion. un punto de inflexion. de mnflexion son (-1 -9) y (1, -1).

Figura 4.8. Punto de inflexion de una funcion,
Fuente: Elaboracion propia { Desmos. 2025).

En las curvas donde se presenten puntos de inflexion, los puntos extremos del segmento de
recta para evaluar su concavidad, deben considerarse que estén ambos. antes o después, del punto
de inflexion.

La paridad de una funcién se refiere a su comportamiento cuando reemplazamos x por —x
(Figura 4.9):

« Funcién impar. Si f{—x) =—f(x) para todo x € D,,

«  Funcion par. Si f(—x) = f{x) para todo x € D,

S =x Vi (3.3) Ax) =x Vi
(-2, 4) (2,4)
(1, 1)
- L
(-L-1y# |0 ) (-1 Da_| #1.1)
(-3.-3) - 0 g
v \J

JSi=)==f(1)=-1 A-H=A1)=1
f=3)=+3)=-3 A2)=f12)=4

Funcion impar Funcion par

Figura 4.9. Paridad de una funcion.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025),
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La simetria de una funcién es la propiedad que describe como se refleja la grafica de una fun-
c16n respecto a un eje o un punto (Figura 4.10):

» Es simétrica respecto al eje y st la funcion es par, Para cada punto (x, v) en la grafica hay
un punto (—x, v).

* Es simétrica respecto al origen si la funcion es impar. Para cada punto (x. v) en la grafica
hay un punto (—x, —v).

fx)=x )=
<l (3,3) s
-2, 2.4
7 (-2.4) (2,4)
= 0 %
(b ‘ (-1 Dw | #.1
(-3, -3) = 0 Ty
\J )
Simeétrica con respecto al origen. Simétrica con respecto al eje de las ordenadas.

Figura 4.10. Simetria de una funcion.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Una asintota es una linea recta a la cual se aproxima la curva de una funcién cuando el valor de
x — —w 0 ¥ — +oo, 0 cuando la funcion f(x) — —w o f{x) — +« en la medida que x se aproxima a
¢, donde ¢ es un niimero real (Figura 4.11):

* Asintota horizontal. Es una recta horizontal de la forma v = & a la cual se acerca la curva
de la funcion f(x) cuando x — —ow 0 x — +o0, donde & es un niimero real.

* Asintota vertical. Es una recta vertical de la forma x = ¢ a la cual se aproxima la curva de
la funcion fix), cuando f{x) — —= o flx) — +a0o cerca de x = ¢, donde ¢ es un nimero real.

e - -
Jx) = X Jtx) x+2 fx) (x -1y
AY ¥
QWJE..I"M
- — yﬂ‘ 0 »
- . T -
Asintota horizontal v = 0. Asintota horizontal y = L. Asintota horizontal y = 0.
Asintota vertical v = 0, Asintota vertical x= -2, Asintota vertical x= 1.

Figura 4.11. Asintotas de una funcién
Fuente; Elaboracion propia (Desmos, 2025).
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Ejemplo formativo 4.1

l. Analiza la funcién f{x) = —° + 5x a partir de su representacion grafica de la Figura 4.12
y obtén sus caracteristicas principales.

Resolucion

o .- f no tiene indeterminaciones del tipo raices de niumeros negativos

Dominio i o

o denominador cero, por lo que, D= R.
A - La funcion f cubre todos los valores reales debido a su tendencia
$ o4t = | hacia xo, . |
Continua Es continua porque se puede dibujar sin despegar el lapiz del papel.
Creciente Es creciente en (-1, 1).
3 Decreciente | Es decreciente en (—c, 1) ¥ (1, +20, ).
- ll i ® | Maximo relativo | Enx =1 tiene el valor maximo relativo f{l) = 4.

Minimo relativo | En x= -l tiene el valor minimo relativo f{-1)=-4.
| Es concava hacia arriba en (=20, 0).
Es concava hacia abajo en (0, +=).
14 ¥ Punto de inflexion | (0, 0).
Paridad ' La funcién es impar, porque f{—x) = -f{(x) =" - 5x.

' Es simétrica con respecto al origen porque para cada punto (x, v) en
la grafica hay un punto (-x, —v).

Figura 4.12, Caracteristicas de la f;mmn?ﬂ =t 45,
Fuente: Elaboracion propia (Desmos. 2025).

Concavidad

Simetria

Funcion lineal

Una funcién lineal es una funcién numérica de primer grado, cuya grafica es una linea recta no hori-
zontal (la funcién constante es una linea recta horizontal) y tiene la forma f{x) = mx + b, donde m es
la pendiente de la recta (st m < 0 la funcion es decreciente, si m > 0 la funcién es creciente y si m =0
la funcién es constante) v b la ordenada en el onigen.

Actividad formativa 4.1

1. A partir de las representaciones graficas de la Figura 4.13, completa la siguiente tabla.

a) f(x)=x b) fix) =—x ¢) glx) = -;- +1 d) h(x)=-3x+1
VA VA VA i

/0‘* W Yo %
a4

Y Y Y v

Figura 4.13. Graficas de funciones lineales.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 20235),

R

" |
=
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| | Grifica | Dominio Rango | Creciente o decreciente | Continua o discontinua | Paro impar | Simétrica
a)
; i Respecto
b) R R Decreciente en todo R _ Continua Impar al origen
c) |
d)

|

Funcion cuadratica

Una funcién cuadratica es una funcion numérica de segundo grado, cuya grafica es una parabola
vertical y tiene la forma f{x) = ax’ + bx + ¢, donde a, b, ¢ son niimeros reales, cona# 0. S1a> 0, la
pardbola abre hacia arriba y sia < 0, la pardbola abre hacia abajo.

) Actividad formativa 4.2

1. A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.
a) flx) =x? b) flx) =2 c) g(x) =x2 + 4y +1

LY

¥y

Grafica a) Grafica b) Graficac)

Dominio

Rango
Continuidad

Creciente

Decreciente

Maximo
Minimo

Concavidad

Punto de inflexion
Paridad '

Simetria

i

Funcion polinomial

Una funcion polinomial es una funcion munérica de grado n que consiste en la suma de términos que
contienen variables elevadas a exponentes no negativos, multiplicadas por coeficientes. Su forma es

fX)=ax"+a, X"+ 4ax+a,

Donde 7 es un niimero entero no negativo y @ d,. .... @, _,, @, son numeros reales (coeficientes)
cona, ¥ 0.
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Actwidad formativa 4.3

1. A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.
a) flx)=x* b) g(x)=—*+3x ¢) h(x) = + 47
£ v
4 D
- 5 » 3
% o0 V'
Y v
A5 )
C‘(E.%Q) y D(N2. 4).
Grifica a) Grafica b) Grafica ¢)
Dominio
Rango
Continuidad
Creciente
Decreciente
Miximo
Minimo
Concavidad
Punto de inflexion
Paridad
Simetria

Funcian racional

Una funcién racional es el cociente de dos polinomios P(x) y O(x). donde O(x) £ 0. Se expresa

matematicamente como:

flx) = Pix) - ax"+a, _ X"l paxdoa
) @) baxm+a gt kbx+ By
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_Actividad formativa 4.4
L. A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.

x4 X

a) flx)=1— b) f(x) =5‘ ©) 8X) =77

Grafica a) Grafica b) Grafica ¢)

Dominio

Rango

Continuidad i_

Creciente

Decreciente

Maximo

Minimo

Concavidad

Punto de inflexion

Paridad

Simetria |

Asintota vertical

Asintota horizontal

Funcion irracional

Una funcién irracional es una funcion numérica que contiene un radical donde la variable apare-
ce dentro de la raiz, generalmente una raiz cuadrada, cubica u otra raiz de indice entero. La forma
general de una funcion irracional es:

flx) = Yelx). donde g(x) es una expresion algebraica y n es el indice de la raiz.

| B0 | Gréficade funciones de vanable real



Actwidad formativa 4.5

L. A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.

a) flx) =vx

b) fix) =—x

¢) fx) =~ Ny +3

Grafica a)

Grifica b)

Grifica ¢)

Dominio

Rango

Continnidad

Creciente

Decreciente

Miximo

Minimo

Concavidad

Punto de inflexién

Paridad

Simetria

Asintota vertical

Asintota horizontal

&30 EVALUACION FORMATIVA 4.1

Esboza la representacion grafica de una funcién g(x) que satisfaga lo siguiente:
Dominio: x € R — {0, 3}.

Rango: g(x) € (1, +0).

2(5)=2

Presenta una discontinuidad en x = 0,

Decreciente en el intervalo x € (—w. 0).

Creciente en el intervalo x € (0, 3).

Decreciente en el intervalo x € (3, +w).

FREReRERSESE R ReResERsERE R ST R R R FRRER TR YR TR EeERadss R dE e REa s R s ERrEa i esRerEaRddaeeRRTEEEETErdR e R EE e RN T RE R EERREER R

1;

La funcion es céncava hacia abajo en x € (—oo, 0), concava hacia arriba en x € (0, 3)
y concava hacia arriba en x € (3, +x0).

Asintota vertical en x= 3,
Asintota horizontal en y = 1.
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2. Obtén las caracteristicas principales de las siguientes representaciones graficas.

a) Vi
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Autoevaluacion y coevaluacion 4.1

|
|
! AUTOEVALUACION Y COEVALUACION
[
|
[

Mombre: Plantal: Grupo: Turnao:

Autoevaluacion para el aprendizaje

. Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 4. Responde con honestidad a la evaluacion de
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeinio Enproceso  puon,  sobresaliente

| Propicie un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
| mis compafieros.

Participe activamente con ideas para |a toma razonada de decisiones.

companeros.

Obtuve las caracteristicas de una funcion a partir de su representacion

‘ Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
|
|
| grafica y viceversa. (MI1-C2)

| Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
' desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 4 y que responda con
" honestidad la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
| Desempeiio e i Bueno  Sobresaliente

Propici6 un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
| mis compaineros.

| Participd activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus

compaieros.

Obtuvo las caracteristicas de una funcion a partir de su representa-
cion grafica y viceversa. (M1-C2)

Nombre y firma de quien coevalia
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El limite de una funcion
de variable real

Progresion de aprendizaje 5

Conceptualiza el limite de una funcion de variable real como una herramienta matematica que permite compren-
der el comportamiento local de la grafica de una funcion.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

solver problemas matematicos, de las ciencias | C |

}*_dc i H .....................................................................................................

M2-C2 Desarrolla la percepcion y la intuicién - A |

para generar conjeturas ante situaciones que : C !

requieren explicacion o interpretacion. ‘H:

co y el lenguaje natural. ‘H

| EVALUACION DIAGNOSTICA 5.1

1. Dada la funcién i(x) = x* — 2v + 1, ;cudl es el valor de /(3)?
a)2 b) 4
c)7 d) 9

2. ¢ Cual es la factorizacion de x* — 16?7
a) (x— 4)(x — 4) b) (x+ 8)(x - 2)
¢) (x + 4)(x — 4) d) (x+ 16)(x— 1)
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Acabas de adquirir un celular y estas aprendiendo a usar su camara. Un dia, mientras fotografias
un pajaro posado en un drbol lejano, te das cuenta que cada vez que aumentas el zoom (medi-
do en aumentos X), puedes ver el pajaro mas cerca, Registras qué tan clara se ve la imagen en una
escala del 0 al 10, donde:

+ 0 significa que no se distingue el pajaro.

« 10 significa que se ve perfectamente cada detalle.

Zoom:x| IX | 2X | 3X | aX | 5X | 6X | 7X | 8X | oX | 10X | uX
Claridad de laimagen: fix) | 2.0 | 45 | 60 | 70 | 738 | 84 | 91 93 | 83| 99 '

Observaciones:
* Cuando aumentas el zoom, la claridad de la imagen mejora.
* Sin embargo, nota que cada vez es mas dificil conseguir mejoras significativas. Por mas que

aumentes el zoom, parece imposible llegar exactamente a 10 de claridad. La camara tiene un
limite fisico de 10X de zoom.

Esta situacion ilustra perfectamente el concepto de limite, es decir, la claridad de la imagen se
aproxima cada vez mas a 10, al aproximarte a un zoom de 11X. En notacién de limites, esto se ex-
presa como li%ﬁn‘] =10,

A—F

Calculo de limites por metodos graficos y numenicos

El desarrollo del concepto de limite surgi6 de la necesidad de
dar respuesta a problemas fundamentales que los matematicos
enfrentaban desde la antigua Grecia. Paradojas como las de Ze-
non (codigo QR 5.1) v problemas como el calculo del drea del
circulo por medio de poligonos regulares inscritos y el proble-
ma de la recta tangente requirieron siglos de evolucién hasta
que matematicos como Newton v Leibniz formalizaron estas ideas en lo que hoy conocemos como
calculo mfinitesimal.

Codigo QR 5.1. Pa-
radoja de Zenon
TEDEd Sé Cu-
rioso. (Parzibyte,
2025).

Un limite es como “encontrar” a que niimero se acerca una funcién cuando x se aproxima a clerto
valor. Es similar a cuando te acercas cada vez mas a un punto sin llegar a tocarlo.
. - ¥ -1
Por ejemplo, para la funcién f(x) = —T

el 0ol =2 7 — _4-1_3_
O =5g=—T=g=V/@)=5g=7=7=3

Ahora, ;como se comporta la funcion en x = 17?

Obtuvimos una indeterminacion de la forma —, por lo que no sabemos cémo se comporta la fun-

c16n en x = 1, dado que no esta definida en dicho valor. A continuacion, vamos a explorar su compor-
tamiento por medio de métodos numéricos aproximindonos por la izquierda y por la derecha para
valores proximos a x = 1.

Aproximacion por la izquierda ~ Aproximacion por la derecha

(]

x | o |03 | o6 [ 09 [o099 0999]1[1001] 101 | 11 | 14 [ 17
fx) |1 13 | L6 | 19 | 199 (1999 | 2001 | 200 | 20 | 24 | 27 | 3

- -

se aproximaa 2.

r—1

Observa que en x =1 la funcién f{x) =

-
u
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Alora veamos como se comporta la funcién en x = 1 en su representacion grafica en la Figura 5.1

Y

/I {L/indeﬂnjda]

1
. //n —t—
1 ) | =2 '

L)
Figura 5.1 Grafica de f{x) = H

Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

En la medida que te aproximas por la izquierda y por la derecha a x = 1, la funcion f(x) se apro-
xima a 2. Por lo que III-E;IH =2

El limite toma importancia en los valores de x donde no sabemos cémo se comporta la funcion

fx).

Con este antecedente, damos una definicion intuitiva de limite.

Nocion intuitiva de limite
Si f(x) se hace arbitrariamente proximo al nimero L al tomar x suficientemente cerca de c,
pero diferente a este, tanto por la izquierda como por la derecha de ¢, entonces el limite de

f(x) cuando x se aproxima a c es L.
Su notacion es; imf(x)=L

P o o

Se lee “f(x) se aproxima a L cuando x se aproxima a ¢",

Actividad formativa 5.1

1. Calcula los siguientes limites (si existen) usando aproximaciones por la izquierda y por la
derecha.

s -]
a) .!E-rilxl-l

X 0 | 04 0.7 09 | 099 (0999 | 1) 1001 | L01 11 1.2 1.6

]

fx)
El lim 3=} -
b) lme
] | : I —
DI _— T

X_9

"

(A qué conclusién llegas sobre el lim -+ 3
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c) lim— L3

—0xI=9

X

fix)

v ] 0 ‘ — —

2. Observa en la figura de la derecha la gmﬁca de g
y responde lo siguiente:

a) (Cuales el valor de g(-1)?
b) (Cudlesel E;@lg(:r}?
¢) (El limg(x)=g(-1)?

(A qué conclusion llegas sobre el lun 9

Sy B
¥

Calculo analitico de limites

Para calcular limites por métodos analiticos se requiere de la aplicacion de las siguientes propieda-
des del limite.

2o U I

Propiedades de los limites

Sean » un entero positivo, ¥ una constante real y f y g funciones que tengan limite en el nimero
real c,

1.

entonces:
limk =k

lim f(x) = klim f(x);
11-1?3 [ﬂ.‘r} * S{T)] = EI_EE flx) £ PE‘ g(x);
lim [f(x) - g(x)] = Limflx) - lim g(x):

S| _ v
1_{[3{” e siempre que limg(x) # 0:

im{ 71 = [lim /0]

: li_gﬂf{r} = J il_gg fx). siempre que 11_1}3 f(x) = 0 cuando # sea par.

Ejemplo formativo 5.1

. Determina el limite }uﬂ 3.

Resoluciéon

lim 3=
=4

3. por la propiedad 1

2. Determina el limite iirg 2X.

Resolucion

1% 2x =2 1151 x, por la propiedad 3

= 2(0), por la propiedad 2
-0
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3. Calcula el limite de }_L:[E (x¥*=3x+ 1)

Resolucion
lim (¥ ~3x+1) = lima®— lim3x + lim1, por la propiedad 4

— (lu_u'r)' 3 limx + lim 1, por las propiedades 3 y 7

§— =] F—s= F—s)

= (=2)°—3(-2) + 1, por las propiedades 1 y 2

= 4+06+1
= 1l
4. Calcula el limite de lim*=2.
y—=3i X—u&
Resolucion i
x=4 _ mix=4) sadad
!r-l"l_il}r_ Bty —3)" por la propiedad 6
i
= ﬂ . por la propiedad 4
'!'IE}J' = 1'—]‘-'
3 -

= §—> por las propiedades 1 y 2

= =]

Actividad formativa 5.2

. Determina los siguientes limites usando las propiedades de los limites.

a) 1[i::c_'la 7 b) illl‘ﬁ 5x c) lim (—x* + 4x —2)
d) lim (2v)(x + 3) e) @51%% f) lhinl w—3

Calculo de limites por factorzacion

Hay limites de funciones que no es posible calcular por sustitucion directa, por ejemplo lmil‘;—"l

i
2f  Met-1 Be-inl .49
=1 Xx=1 T_,{-‘-_” Cohmy_lm] 1-1 0

=]

Llegamos a la indeterminacion del tlpn —. Para saber si el limite existe, puedes usar la factoriza-
c16n para cancelar los factores que son cem como se muestra a continuacion.

Ejemplo formativo 5.2

1. & alr.'uia los siguientes limites por factorizacion,
—1

x-1

Resolucion

lime=l— hmm le['c+l]-lunr+lel-l+l—

=1 x=1 =]

a) lun

b) lim:r— + 5 +6

r—-—3 X+ 3
Resolucion
]m-im ]%M Ilm[‘i:'i' 2)= hmr + hm 2=-1
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¢) lim X =352 x“‘ Sx

r—0

Resolucion
lim ¥ —5€ - [im =3 i (x - 5) = limx — lim$ =0~ 5= -5
r—10 .‘i:- % i—0 =0

Refuerza la técnica de factorizacion para calcular limites en los que la sustitucion directa conduce
a una indeterminacion.

Actiidad formativa 5.3

l. Determina los siguientes linutes por factorizacion.

-+ h Xr—5 - 36
a) }Eul h b) Pﬂv 25 ¢) P—?} y—=6
d) lim 16¥°=25 16¢2 —25 e) limXi=X— f) lin® = 17x2+ 72x

=34 4X+5 r—1 X — 4 N9 x-9

Hay limites que incluyen expresmnes con radicales vy en los que por sustitucion directa también
se obtiene una indeterminacion del tipo —- Por ejemplo,

l.uﬂﬂFE_EIH—E}_QHF—EE_@—E_\ﬁ~2_272 0

v—i x—4  m(x—4)  hmx-lm4  4-4 0 0 0

Para calcular este limite se usa la técnica de racionalizacion. Se puede racionalizar el numerador
o el denominador haciendo lo siguiente:

* Racionalizar el denominador de una fraccion algebraica significa transformar dicha fraccién,
de modo que el denominador se vuelva una expresion sin radicales. Para ello, se multiplica
por un factor conveniente cuya expresion sea igual a L. Por ejemplo:

p F=1l_x-1 , x-1 W (x—DW_[r—1NT _(r—IV¥

NEY NEY S N £ O 3 (+x) X

r+9 _ x+9 = X+9 x-3 _ (x+9)vx —3) ={.T+9]fvT—3}
TWwW+3 w3 I+3 -3 (W +3)w-3) ¥—9

* Racionalizar el numerador de una fraccion algebraica significa transformar dicha fraccion, de
modo que el numerador se vuelva una expresion sin radicales. Con ese objetivo, se multiplica
por un factor convenlente cuya expresion sea igual a |. Por ejemplo:

I1 NET = Y ] i £= Jx - - "T' i
x-1 x-1 ¥x—1 & -1y (x—1}Wx [r Dy
«.T—S_ W =3 1=u’i’~3h..,-i"+3=[ﬂ-3]'[~.1 +3) _ x-9
x+9 9 x+9 w+3 ¥ +9yx +3) (x+9)vx +3)

Veamos ejemplos de como calcular limites utilizando la técnica de racionalizacion,

~ Ejemplo formativo 5.3

l. Calcula los siguientes limites por racionalizacion.
"T

‘\.1
%) !EI} x—4
Resolucion
Primero, racionaliza el numerador y simplifica.
*\.,".-'l'.—2=\'-.-'l:—1‘I:*\..'T—zd1."3._""2:{'\'?“2}[1,"1-";'2]: =7
r—4 x—4 X—4 w+2 (x=4)vr +2) (=Fx+2)
1
= “T 5 2
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Ahora, calcula el limite.

‘{1 2 1 l = !‘.Elil = l = 1
l-."-?}r 4 Pﬂﬁ+2 hm (V¥ + 2) !l_:&qT+!.t_lH1 vryﬂﬁz
!
JE44+2 242 4
T —3
b} h-l]}\x 3
Resolucion
Primero, racionaliza el denominador y simplifica.
x-3 -3 g -3 x+3 (¥ =3)~F ++3)
Y -3 X =T _‘\fT—ﬁ V¥ +4F {\T_\S}{w’_+\3]
= (x—=3)w + V3) 43
=<3
Ahora, calcula el limite.
. x—3 . . ,
™ X T = Y 5. = = /T I
B e~ e =R F = JER =

=23

Actividad formativa 5.4

1. Determina los siguientes limites por racionalizacion.
litn e 1 i —9 . Ix—2
:Ln% VT —1 }h'q'c 81 C]&L_ll% r—12
. aff— ¥ r—49 F x+2
d) lim <=5 e) & lim ——
& 300 EvALUACION FORMATIVA 5.1
. Calcula el limite Th_ﬁz :Jf usando aproximaciones por la izquierda y por la derecha.
X -2
fix)
El lim¥= ;‘—
T2 X+

2. Calcula el limite de f{x) =23 =4 cuando x — 4, justificando cada paso mediante las propie-

i F-3
dades de los limites.

3. Determina el limite }EIJ (2+ 'r?! =$

-1
4. Calcula el limite lmm

oire. e Dyt 8
5. Calcula el limite ‘IELE 7

6. Determina el limite lim16="
f—a 24T — 47

FAEEE SRS ES SRR SRR E IR R R R R
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Autoevaluacian y coevaluacion 5.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

MNombre: Plantel;

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 5. Responde con honestidad a la evaluacion de

cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeio

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Calculé limites mediante la técnica de factorizacion y de racionaliza-
cion. (MI-CI)

Desarrollé la intuicion para saber cudndo aplicar la técnica de facto-
rizacion o de racionalizacion. (M2-C2)

Desarrollé el proceso para calcular limites usando lenguaje matema-
tico. (M1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Fiioero.  Bueno  Sobresaliente

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 5 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaileros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Calculo limites mediante la técnica de factorizacion y de racionali-
zacion. (M1-Cl1)

Desarrollé la intuicion para saber cuando aplicar la técnica de facto-
rizacion o de racionalizacion, (M2-C2)

Desarrollo el proceso para calcular limites usando lenguaje matema-
tico. (M1-C4)

Eﬂrl‘lmm Bueno  Sobresaliente

Nombre y firma de quien coevalia

Persanmento Matematico [l E"'i
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Funciones continuas

Progresion de aprendizaje B

Identifica v contextualiza la continuidad de funciones utilizadas en la modelacion de situaciones y fenomenos
y hace un estudio, utilizando el concepto de limite, de las implicaciones de la continuidad de una funcion tanto
dentro del desarrollo matematico mismo, como de sus aplicaciones en la modelacion.

En proceso

Metas de aprendizaje de koo

Bueno Sobresaliente

MI-C2 Observa y obtiene informacion de una :
situacion o fenémeno para establecer estrate-© : :
gias o formas de visualizacion que ayuden a ... A Sl Oy - —
entenderlo. ‘H : :

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas, ____________________________________________________________________________________________________________
descubrimientos o procesos en la solucion de : C

| EVALUACION DIAGNOSTICA B.1
1. Elvalor de f{x) =% parax =0 es:
a)0 b) 1 c)3 d) No definida

2. El valor deﬂx}=%pmx=ﬂesz

a) 0 b) c) 3 d) No definida
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3. Elvalor de fix) = ';__: parax =2 es;
a)0 b) 1 c)2 d) No definida
4. El lim X =1 es;
=1 X=1
a)0 b) 1 c)2 d) No existe

5. (En qué punto la grafica de f{x) no es continua?

VA

a)(-1.0) b) (0, 1) c)(1l,2) d) (2, 3)

ariana es una estudiante de bachillerato que se encuentra preparando un proyecto para su clase

de ciencias. Su interés esta en estudiar la calidad del aire en su comunidad y como varia. a lo
largo del dia, debido a factores como el trafico y la actividad industrial. Ella decide enfocarse en una
calle principal de su ciudad y coloca sensores que miden la concentracion de contaminantes cada
minuto durante 24 horas.

Para analizar los datos recolectados, Mariana utiliza una funcion C(f), donde  representa el tiem-
po en horas, y C(r) representa la concentracion de contaminantes en particulas por millon (ppm) en
la atmosfera. Observa que, durante ciertas horas del dia, la concentracion de contaminantes cambia
de manera brusca debido a los horarios pico de trafico, mientras que en otros momentos los cambios
son mas suaves (Figura 6.1). Esto la lleva a preguntarse si la funcion C(f) es continua o presenta pun-
tos de discontinuidad. De forma intuitiva, una funcién continua es aquella que se puede representar
en una grafica sin levantar el lapiz del papel.

Como se muestra en la Figura 6.1, la con- c(r)
centracion de contaminantes muestra au- 200
mentos significativos durante las horas pico 3 E
(7:00 a 9:00 a.m., y 5:00 a 7:00 p.m.). Du- g2 160
rante estas horas, el trafico aumenta y, por E g 120
ende, también la contaminacion. Fuera de g
esos Intervalos, la concentracion disminuye y S g 80
presenta variaciones menores, simulando un & E‘: ,-/—\.,J

£
=]

comportamiento de menor actividad.

. g _ : 0 5 10 15 20 !
Esta representacion grafica permite ver la Flinea 4.1 Bunsiba costtius £1f,

continuidad en la concentracion de contami- Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025),
nantes a lo largo del dia.
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Continuidad en un punto

El concepto de continuidad de una funcion se vio a partir de una representacion grafica en la pro-
gresion de aprendizaje 4. En la Figura 6.2 se muestra si una funcion es continua o no en un punto.

1
2

xﬁﬁ..r#l

o)
2 x+1,x>2 S
Vi Vi Vi Y3

/ i‘::"/

2 X s
flx)=x ﬂx}=':_:4. x#2 ﬂx}={'r )

" -

Ny

A

bl 1=

: . \2
v \ vy 2 ' v
Continua en (2. 2) Discontimuaen (2, 4). Discontinuaenx =2, Discontinuaenx =2,
Continua en todo N. Discontinuidad Discontinuidad de Discontinuidad de
(hueco). salto finito. salto infinito.
Figura 6.2. Tipos de discontinuidad de una funcion en un punto.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
Ejemplo formativo 6.1
1. La funcién fix). ;en qué valores de x presenta discontinuidades?
Vi
4+ e
3+ ©
y=/lx)
24
/\ AN
-6 [ -5 1 2 3 4 s 6 1°%

Resolucion

* Esno continua en la coordenada (-3, —3). presenta una discontinuidad, hay un hueco.
« Es no continua para x =—|. presenta una discontinuidad de salto infinito.
« Es no continua para x = |, presenta una discontinuidad de salto finito.

» Esno continua para x = 4, presenta un hueco con un punto desplazado hacia arriba, es decir,
una discontinuidad.
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_Actividad formativa 8.7

l. Seafix)=3x—2, la funcion representada en la siguiente grafica.

a) ¢(La funcion dada es continua?

. (Por que?

b) ;Lafuncion esta definida para x = 4?

¢) (Lafuncién es continua para cualquier valor de x7

2. Leey contesta lo que se te indica, apoyandote en la siguiente representacion grafica.

VA
4L

34

&

I
o
“e

a) Escribe una coordenada en la que consideres que la funcion es continua.

b) ;La funcién es continua en el punto (0,
¢) ¢Lafuncion tiene una discontinuidad de salto finito para x =57

d) (Qué tipo de discontinuidad presenta la funcion en (-3, -2)?

2)?

e) (Para qué valor de x la funcion presenta una discontinuidad de salto finito?
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Para probar que una funcién es continua en un nimero real, lo haremos de forma analitica.

Definicion de continuidad en un punto

La funcion f es continua en el punto (e, f{¢)) si:

Sfix)se AV
aproxima y=1ix)

aflc) \L
MO=L="""3=

1. fic)estadefinidaenx=c, i
2. !ii'nﬂxj existe, y I{ — C—

Cuando x se aproximaa ¢
Be }I_Eﬂ ‘f(.r) =1{2).

=Y

S1 las tres condiciones anteriores se cumplen, podemos afirmar que la funcion es continua en la
coordenada (c, f{c)).

Ejemplo formativo 6.2

|. Determina mediante la definicién de continuidad, si las siguientes funciones son continuas en
e] valor de x dado.

a) fix)=x,enx=0
b) Mx)=+2x+5.enx=-1
c) g{.‘r}=%,enx=0

Resolucion

a) f(x)=x,enx=0,
Verifica si se satisfacen las tres condiciones de continuidad en un punto.
i.  f{0)=0. La funcion esta definida en x = 0.
i, }l_l_la x=0.El lim x existe.
11, }LE} x=f(0)=0.
Por lo tanto, la funcién flx) = x es continua en la coordenada (0, 0).

b) Mx)=+2x+5,enx=-1.
Verifica si se satisfacen las tres condiciones de continuidad en un punto.
i. M=1)=+2(-1)+5 = -2 + 5 = v3. La funcién esta definida en x = 1.
il. lim\2v+5= [lim(2v+5)= [lim2r+ lim5 = v2(-I) +35

=l

=+3.El _!lllflilﬂ.flt‘ + 3 existe.
il lim2x + 5= f{-1) =3,

¥—=l

Por lo tanto, la funcién f{x) = y2x + 5 es continua en la coordenada (-1, V3).
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c) gx)=—enx=10,
Venﬂca s1 se satisfacen las tres condiciones de continuidad en un punto.
L g(0)= % La funcion no esta definida en x = 0.

Dado que g(0) no esta definida, la funcién es no continua en x = 0.

_Acthwidad_fnr‘matwa 6.2

l. Determina mediante la definicién de continuidad en un punto, si las siguientes funciones son
continuas en el valor dado de la variable.

a) fix)=x*+2x+ |, parax=3.

i A= . La funcién estd definida para x = 3.
it. ];_J?:}f{xj = . El {1_9:31_}’{1] =

il !15_:} (%) 1(3)

Por lo tanto, la funcion es en la coordenada

b) g(x) = Vv +3 parax =-l.

4para." L 4.

d) f{x) = ‘I‘,para x=-2,0,2,4
e) g(x) = lpara x=-1,15.

2. La temperatura en grados Celsius a una altura /i (en kilometros) sobre el nivel del mar esta
definida por la funcion 7(h). ;Por qué consideras que esta funcion debe ser continua?

@ Eﬂj EU»‘&LUACIDN FORMATIVA E 1

------------------------------------------------------------------------- S T T T

. Qué significa ntuitivamente que una funcién sea continua?

2. En una montaiia rusa, la altura /(r) en funcién del tiempo debe ser continua. ;Qué pasaria
fisicamente si1 /i(7) tuviera una discontinuidad?
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La velocidad de un coche en funcién del tiempo durante un viaje, ;puede tener discontinuida-
des? ;Queé significaria fisicamente?

El departamento de ingenieria civil de tu ciudad esta disefiando un puente peatonal rigido que
conectara con dos secciones de un parque publico separadas por un rio. El puente sera eleva-
dizo de dos hojas, permitiendo el paso de pequeiias embarcaciones por el rio.

La forma del puente cuando se encuentre elevado, puede modelarse matemdticamente
mediante la funcion hi(x) = -% donde /i(x) representa la altura del puente (en me-
tros) en funcion de la distancia x desde el inicio del puente (también en metros), donde
—10 < x < 10. Para garantizar la seguridad y comodidad de los peatones, es importante verifi-
car que el disefio no presente discontinuidades en su estructura. En particular, la funcion debe
ser continua en todo el dominio, especialmente en x = (0, donde se unen las dos secciones del
puente. Verifica si la funcién /i(x) es continua en x = —1, 0, | utilizando las tres condiciones
de la continuidad.

Verifica mediante la definicion de contimuidad en un punto si las siguientes funciones son
continuas para los valores dados.

a) flx) = %parax =-1, 1.
b) g(x) =ﬁ parax=-1,0.

c) i{x)=tanx parax =mn/2, m.

d) flx) = % para x = 2.

e) fi(x) =«_ITT parax=-1,0, 1.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
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Autoevaluacion y coevaluacion 6.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel: Grupao: Turno:

| Autoevaluacion para el aprendizaje

. Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desemperio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 6. Responde con honestidad a la evaluacion de |
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio EEEPI:W Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

Participe activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros,

| Obtuve informacion de la representacion grafica de una funcion para
verificar si es continua o no en un punto. (M1-C2)

Socialicé con mis compaiieros de equipo el proceso para verificar si
| una funcion es continua en un punto, (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

. Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 6 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
Desempeno aci Bueno  Sobresaliente

Propici6 un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

. Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

| Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
compaiieros.

Obtuvo informacion de la representacion grafica de una funcion para
verificar si es continua o no en un punto. (MI1-C2)

Socializd con mis compaieros de equipo el proceso para verificar si
una funcion es continua en un punto. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalia

Persammento Matematico [l 59 |



La definicion de derivada

Progresion de aprendizaje 7

Interpreta, a partir de integrar diferentes perspectivas y métodos. el concepto central del calculo diferencial, “la
derivada”, de forma intuitiva e intenta dar una definicion formal, asi como la blisqueda heuristica para encontrar
la derivada de la funcién constante, lineal y algunas funciones polinomiales,

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al i A

aplicar procedimientos algoritmicos propios: .~ : :
del Pensamiento Matematico en la resolucion :..0. . ......cocvivievciiiisni SP— R AP AR LN (S ke

de problematicas tedricas y de su contexto. [ H | : :
M2-C2 Desarrolla la percepcion y la intuicion "ﬂ"* st
para generar conjeturas ante situaciones que : C |

requieren explicacién o interpretacion. ‘H |

| EVALUACION DIAGNQOSTICA 7.1

Analiza y selecciona la opci6n correcta en cada pregunta.

1. (;Cuadl es el resultado de desarrollar (3a + 2b)*7

a) 3a> + 25 b) 9a’ + 12ab + 4b° c) 9a* + 4b°
Sif(x) =7, ;cudl es el valor de fix + /)?

a)x-+h b)x*+2xh + ¢ c)x+2

-

3. (Cual es el valor de la pendiente m de una recta que pasa por los puntos P (-3, -3) y
P,(2, 10)?
a)m=-3 bym=3 c)m=-]
-4

4. ;Cudl es el valor del ‘li_% o O0x 00

a) l b)0 ¢) No existe

5. ¢(Para qué valor de x la funcién f(x) = % es discontinua?
a) =3 b) -4 c) 12
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a posicidén en metros, que ocupa un ciclista, al recorrer un determinado trayecto esta dada por
la relacion f(r) = 21 + 201, el tiempo medido en minutes. ;Podrias calcular su velocidad en el
instante f = 30 min?

Con las herramientas que tienes hasta el momento, solo podrias calcular la velocidad promedio
en un intervalo de tiempo, por ejemplo, en el intervalo [10, 20] minutos. El resultado seria la veloci-
dad promedio, pero no puedes calcular la velocidad en un instante de tiempo.

Razon de cambio instantanes

En progresiones anteriores, estudiaste el concepto de cambio en diversos contextos, aprendiste a
modelarlo v exploraste el uso del limite para analizar el comportamiento de las funciones en puntos
especificos. Con estas herramientas, ahora exploraras el concepto de derivada, uno de los pilares
fundamentales del calculo diferencial.

Para acercarte de forma intuitiva a este concepto, considera que la derivada de una funcion ex-
presa como cambia el valor de la funcién cuando se realiza un cambio pequeiio de la vaniable inde-
pendiente. En otras palabras, la derivada permite cuantificar la razén de cambio instantdnea de una
funcién en un punto determinado.

En una prueba de maraton, el tiempo que un atleta tarda en completar la carrera depende de la
velocidad con la que se desplaza a lo largo del recorrido. Esta velocidad no es constante durante toda
la carrera. El que triunfa puede no liderar desde el principio, sino que alterna posiciones con otros
competidores hasta que, finalmente, acelera y llega en primer lugar.

Estudiar como varia el movimiento ha sido uno de los temas centrales abordados a lo largo de la
historia del pensamiento matematico y filoséfico: precisamente, el concepto de derivada juega un
papel importante en ello como concepto de variacion o razén de cambio instantaneo.

Actividad formativa 7.1

Don Alberto Martinez es representante de ventas de una em- 74 B R
presa productora de alimentos en Sinaloa. En su mas reciente =2
viaje, siguio el itinerario indicado en el mapa de la Figura 7.1, st
1. Completa la siguiente tabla en la que se registran la dis- Ll— o mlu
tancia y el tiempo de cada tramo del trayecto que recorrio d"‘é:ﬁ“,_ = '_;*'
conduciendo. "{%-— ILH
Trayecto Distancia | Tiempo | Velocidad e\
. (km) (h) (km/h) "*‘h\ oy
| Choix - El Fuerte 48 0.5 e -&\._ L
| El Fuerte - Los Mochis | 85 15 | " \
' Los Mochis - Guasave 65 1 ! Ty I \1
| Guasave - Guamnuchil 45 05 | F:ﬂ I[.mmfc; E;::m : N o
Guamtchil - Culiacan | 106 T Ble e Nilisecswrew laphad. ‘\“;j_--
| Culiacan - Mazatlén 210 | 25 | ;:umnm’joumai-—'mapa-sina-
oal
2. Responde las siguientes preguntas:
a) ;Cual fue la velocidad promedio con la que condujo el sefior Martinez?
b) (En qué trayecto condujo més rapido?
¢) (En queé trayecto condujo mas lento?
d) (En qué trayecto el cambio en la velocidad fue mayor respecto al anterior?
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En la actividad anterior calculaste la velocidad promedio con la que condujo el sefior Martinez,
entendida como el cociente entre la distancia total recorrida y el tiempo total utilizado para recorrer-
la, v(1) =<,

r

Es importante notar que, aunque en la vida diaria se utilizan indistintamente, en la fisica veloci-
dad y rapidez no significan lo mismo. La rapidez solo mide cudnto se ha movido un objeto, mientras
que la velocidad también toma en cuenta la direccion del movimiento.

Si el sefior Martinez registré que, exactamente una hora después de iniciar su viaje, conducia a
una velocidad de 60 knmvh, entonces esa es la velocidad instantinea con la que conducia en el minuto
60 de su recorrido, es decir, la velocidad en un instante especifico.

Cuando dos cantidades estan relacionadas, puedes analizar la razon de cambio instantanea de una
con respecto a la otra. Por ejemplo, es posible estudiar la velocidad a la que se desplaza un objeto
en funcion del tiempo, la velocidad a la que se llena un tanque de agua en funcion del caudal que lo
alimenta, la velocidad a la que aumenta la distancia entre dos objetos que se mueven en direccio-
nes diferentes, o la razén de crecimiento de una poblacion de bacterias con respecto al tiempo. En
economia, se puede analizar la razén de crecimiento de la produccién o los costos. En estos y otros
casos, la razén de cambio instantanea entre las dos cantidades relacionadas permite estudiar como
varia una cantidad en un momento especifico.

La razon de cambio instantanea de una funcion f{r) que describe la variacion de una cantidad en
funcién del tiempo se define como el limite de la razén de cambio promedio a medida que el inter-
valo de tiempo se hace cada vez mas pequerio. Matematicamente, se expresa como:

Razoén de cambio instantanea = lim A+ ﬂ;: ~f1) :

Ar—0
Donde:
* At representa un pequefio intervalo de tiempo.
*  fit + Af)—fl1) representa el cambio en la funcion f{7) durante el intervalo Ar.
* El limite cuando Ar se acerca a 0 representa la razon de cambio instantinea de f(r) con
respecto a 1.
Entonces, la velocidad instantinea es el limite de la razon de cambio de la funcion de posicién
con respecto al tiempo (velocidad promedio). Esto se expresa como:

V, {f} e Jlrj-Elﬂ f{*r‘l_i‘: _.ﬁ:” :

Ejemplo formativo 7.1

1. Laposicidn en metros, que ocupa un ciclista, al recorrer un determinado trayecto esta dada por
la relacion fir) = 2r* + 201,
a) Determina su velocidad en el instante 1 = 30 minutos.

b) Determina su aceleracion en ese instante.

Resolucion
a) La velocidad en el instante 1 = 30, v, (30), coincide con la razén de cambio mstantanea.

v, ()= lim ﬂ”ff‘-‘ﬁ 0 _ iy (201 AD+ 200+ AD)] — [26 +201]

Ar— 10 Ar—0 Ar
2+ 2 4200+ 2 L 149
v, ()= lim [2(r2 + 21At + (Ar)?) + 201 + 20A1)] — [2¢2 +20¢]
At=+0 At
" ¥yl 9 2 % 74 _
v, ()= lim 217 + 4iAr + 2(Ar) +.52rm + 20A1 - 212 - 201
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4iAt + 2(Af)* + 20At

v, ()= lim — lim (41+ 2A1+ 20)
Ar—0D AT Ar=0

v, (N=41+2(0)+ 20

v, (t)=4r+20

Para obtener la velocidad en el mstante 7 = 30 minutos, se sustituye en la funcion obtenida
t por 30: v, (30) = 4(30) + 20.

La velocidad en el instante r = 30 minutos es v (30) = 140 m/min,

b) Puesto que la aceleracion es la razon de cambio de la velocidad con respecto al tiempo, aplica
nuevamente el concepto de razon de cambio instantinea.

lim [4(r + Ar) + 20] — [41 + 20]

a(r) =
at—0 Ar
e [ H4A1+20] 4120 o 4AL o AT ey
al(r) = jLlrlﬂlﬂ A1 = ;lﬂlu_ﬁ.r = 4J|rl_|.'§'lu i 41)=4
La aceleracion es 4 m/min?, lo cual significa que en cada minuto su velocidad se incremento
en 4 m/min.

La pendiente como razon de cambio instantanea

Como apreciaste, la razén de cambio instantanea es un proceso de limite. Ahora, exploraras su signi-
ficado geométrico, para visualizar graficamente su comprension. En la progresion de aprendizaje 2,
aprendiste que una recta tangente a una curva es una linea que toca la curva en un tinico punto sin
cruzarla. En el punto de tangencia, la recta tiene la misma direccion que la curva, lo que significa
que comparten la misma pendiente en ese punto.

En general, para encontrar la recta tangente solo necesitamos un punto y su pendiente. También
en esa misma progresion, viste que, si solo tienes las coordenadas de un punto, enfrentas un proble-
ma porque normalmente se requieren dos puntos para calcular la pendiente. El problema se puede re-
solver hallando una aproximacién para la pendiente tomando un punto cercano al punto en cuestion.

Considera la funcion f{x) y un punto P fijo con coordenadas x, = x y f(x,) = fi (ir) y un punto movil
@ con coordenadas x, = x + Avy f(x,) = f(x + Ax). donde Av es una pequefia variacién de x como se
muestra en la Figura 7.2.

Figura 7.2. Curva de una funcion y = f{x) con tangente ¥ secante.
Firente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Se puede calcular la pendiente de la recta secante mediante la formula:

B Sxy) = flx)

My = %7,
Y como: f(x,) = flx + Ax) y f{x,) = f(x), se tiene:

flx+Ax)—flx)  flx+Ax) —flx)
Meg ="+ Ax—x Ax
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El punto O se desplaza a lo largo de la curva, acercandose gradualmente al punto P. A medida que
O se aproxima a P, la recta secante que pasa por estos dos puntos también se mueve y gira, acercan-
dose cada vez mas a la posicion limite de la recta tangente a la curva en el punto P,

Esto ocurre cuando P y QO estan casi superpuestos, es decir, cuando la distancia entre ellos es
practicamente nula (Ax — 0). En este momento, la pendiente de la recta secante se aproxima cada
vez mas a la pendiente de la recta tangente en el punto P,

; . +Ax) —
m,= _\l}_@ﬁ My, = J!lu—].lu Slx ﬂi‘T} Sx)

La razon de cambio promedio tiene un limite que, como ya conoces, se denomina razén de cam-
bio mstantanea. Esto se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto, lo
que indica como varia el valor de la funcién respecto a la variable independiente.

Derivada de una funcion

Los analisis anteriores, en los que primero consideramos la velocidad instantanea como la razon
de cambio instantinea de la velocidad promedio para un valor determinado del tiempo, y luego
imterpretamos la pendiente de la recta secante a una curva en un punto determinado como la razén
de cambio instantanea o el limite de las pendientes de las rectas secantes, constituyen problemas
fundamentales que dieron origen al concepto general de derivada, el cual se aplica en numerosos
otros campos.

Es decir, la razon de cambio mstantanea se identifica como la derivada de la funcion v = f(x) en
un punto especifico y se denota por /"(x).

Sea x, el punto especifico y x, + /i otro punto, de modo que Ax = (x, + 1) —x, = /il 51 Ax — 0,
entonces /i — 0. Se tiene

f'{xn} = flrlﬂ ﬂ-\'n +I};| "‘ﬂx{l] .

Definicion de derivada de f(x) en el punto (x,, f(x,))
La derivada de la funcion f, representada por f"en el punto (x,. f(x,)). es

Sxy + ) —flx,)
I

659 =l

si el limite existe.

Para que una funcion sea derivable en un punto (que exista su derivada), una condicién ne-
cesaria es (que sea continua en ese punto, ademis, que no presente picos (que sea suave) v que
la recta tangente en un punto no sea vertical. Ya conoces que, una funcién f{x) es continua en el
punto (x,, f{x,)). si se cumplen las siguientes condiciones:

L. fix,) esta definida.
2. El limite de fix) cuando x tiende a x, existe.
3. El valor de la funcion en x; es f{x,) = hm f(x).

La derivada de una funcién, representada por una curva, en cualquier punto representa la pen-
diente m, de la recta tangente a la curva en ese punto. En el caso de una funciéon que describe la po-
sicion de un objeto en movimuento, su derivada proporciona la velocidad instantanea del objeto. En
resumen, la derivada refleja la razén de cambio de la funcién en un punto especifico. y se determina
mediante un proceso de limite.
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i Ejemplo formativa 7.2
1. Calcula la pendiente de la recta tangente a f(x) = 2x* — | en el punto x, = 1.
Resolucion
Calcula f{1 + ) v f(1),
JA+h)=2(0+hy-1=2(1+2h+ 1) -1=2+4h+ 2l -1=1+4h+ 2Py f(1) =2(1)-1=1.
Aplica la definicion de derivada.

h—0 Ji h=0 I Jy— 0

La pendiente de la recta tangente es m, = [(1) = 4.

Actividad formativa 7.2
' 1. Calcula la pendiente de la recta tangente a la curva en los valores dados:
a) fif)=5t-5ent,=1.
b) Wf)=2rF+2r-4ent,=0.

2. Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con la ecuacién de movimiento
flt)y=1"-2t + | medida en metros y r en segundos. Calcula la velocidad cuando 7, =2 segundos.

Resolucion

f2+0) =
S(2) =

" ) —f(2 .
- T2 D=D_

La velocidad en el instante 7, = 2 segundos es 1gual a

Si consideramos que en cualquier valor de x del dominio de la funcion f{x) existe el limite de la
razon de cambio instantanea, entonces, f'(x) es considerada una nueva funcion, llamada derivada de

Jv se define de la siguiente forma:

| Definicion de derivada de f(x)
La funcion derivada de la funcion f{x) representada por f(x), es

fr{:r} = P-_I_nﬁ ﬂ‘r + };,: _ﬂx}

st el limite existe para todo x de su dominio.

Si utilizas la notacion v = f{x) para indicar que la variable independiente es x y la dependiente es
v, entonces algunas notaciones comunes para la derivada son:

Pe=y' =D Y fix) = Dfx) =D, fix)

Los simbolos D y % se llaman operadores de derivacion porque indican la operacion de deriva-

cion, que es el proceso de calcular una derivada.
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Pasos para calcular la derivada de la funcion f(x) a partir de la definicion.

Determinar:
Pasos L. f(x + i)
Paso 2. flx + 1) = fix)

Pas

S+ h) —fix)
o 3. 7

Paso 4. lim S j;f w5,

1]

Ejemplo formative 7.3

L.

76

Calcula la derivada de las siguientes funciones,

a) flx)=c, donde ¢ es una constante.

b) fix)=x

&) Jix) =

Resolucion

a) f(x)=c, donde c es una constante. v A

Paso l.flc +h)=c

Paso 2. flc + h)—flc)=c—c=0 = c -
Paso 3. Jert '1;3 —fx) _ T[:- =0 0 =

Paso 4. lim [t ) -fv) _ lim L 0
h— ] h

0 h=—10

La derivada de una funcién constante es cero. Es decir, si fix) = ¢, donde ¢ es una constante,
entonces f{x) = 0.

Esto lo puedes observar en la grafica anterior, donde la curva es una recta paralela al eje x. Al
no tener inclinacion respecto a dicho eje, la pendiente de dicha recta es cero.

b) flx)=x .
Pasol. filx+h)y=x+h *
: Nix)=x
Paso 2. fix+ h)—flx)=x+h—x=h "
0 x

Paso 3. Jix +h) —[(x) = h =1
h It

flx+ 1) =fix)
h

=lml=0

Paso 4. Iim
F—10 h—10

La derivada de la funcion f{x) = x es uno, esto es, f"(x) = 1.

Esto indica que la pendiente no cambia. Lo puedes observar en la grifica anterior, la variacion
es constante en todo el dominio de la funcién, Ese comportamiento de la derivada constante e
igual a 1 para la funcién f(x) = x, refleja la propiedad de que la razon de cambio 1nstantanea de
esta funcién es siempre igual a 1, es decir, un incremento unitario en x produce un incremento
unitario en f{x).
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£) fix)=x v oA

Paso 1. flx+h)=(x+hP=x2+2xh+ I

Paso 2. f(x + ) —flx)=x>+2xh + I —x* =2xh + I fix) =¥
Paso 3 S FM=fx) 2hth 5 .
Y h - h o 0 e

Puso 4, lim LT =) _ iy G = lim D T o=
h—0 i i— h— 0 h— 0

La derivada de f{x) = x* es f/(x) = 2x.

Esto indica que la funcion cambia més rapidamente en la medida que x aumenta. Comprueba
esta afirmaci6n utilizando un graficador de funciones.

Las funciones lineales de la forma f{x) = mx + b muesiran un comportamiento similar al de la
funcion flx) =x. Graficamente, esto se refleja en que la grafica de una funcion lineal es una recta con
pendiente mi. Debido a que la pendiente es constante, la variacion de la funcion también es constante
a lo largo de todo su dominio. Asi, si f{x) = mx + b, su derivada es "(x) = m.

Utilizando la definicion de derivada, puedes comprobar que la derivada de la funcion fix) = x*,
es f(x) = 3x% lade flx) =x', es f(x) = 4x*, la de flx) = x°, es f(x) = Sx* y asi sucesivamente. A partir
de estos cdlculos, se infiere que la derivada de f{x) = x" es f'(x) = nx"~!, siendo » un niimero entero.

En resumen, ya conoces las derivadas de las funciones siguientes:

| Funcién | fix)=c ‘ Jix)=x | Sx)=mx+b | Jx) =2 i Jix)=x»
| Deivada |  fw=0 | fe- f=m | fO=2x | fl=m

__.&I:;Eiwdad farinatwa ?.3_

l. Calcula la derivada de las siguientes funciones utilizando la definicion.
a) flx)=8
b) fix)=2x—-1
¢) fix)=x2+1

2. Encuentra la pendiente de la recta tangente en el valor dado para las siguientes funciones.
a) fix)=2x—3enx,=2.
b) fix)=3x"-2x+5enx,= 1.

3. Demuestra, utilizando la definicién de derivada, que si f{x) = mx + b. su derivada es f'(x) = m.

A continuacion, se presentan las derivadas de algunas funciones trascendentes importantes, que
estudiaras en detalle en progresiones siguientes.

Funecion | ﬂx} =e* | ﬂ_ﬂ e | f_[:r} =In.r | j’{*r_:u =SenY | _,f'[r) = COs X |

Derivada | filx)=e flx)y=a*Ina Sfix)= '11;; fi(x)=cosx fi(x)=-senx ‘
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l. Calcula la derivada de las siguientes funciones utilizando la definicion:
a) fix)=5x+6

b) fix)=x2+6x

e} flxy=2x3

2. Encuentra la pendiente de la recta tangente en el punto dado para las siguientes funciones:
a) flx)=8x+4enelpunto (-1, —4)

b) flx)=x*-3x+ 6 enel punto (2. 4).

3. Con el objetivo de mejorar los sistemas de riego en el estado de Sinaloa, un grupo de ingenieros
hidrolégicos realiza experimentos para conocer la velocidad del agua. Para ello, sueltan un
dispositivo flotante en el caudal de agua desde la compuerta principal. La funcion f{r) = 0.00212
representa la distancia en kilometros recorrida por el dispositivo flotante después de f minutos
desde el inicio de la prueba.

a) Sila primera lectura se toma a los 15 minutos después de haber soltado el dispositivo,
,qué distancia habra recorrido el agua?

b) La segunda y tercera lecturas se toman a los 30 y 45 minutos. respectivamente. ;Cudl sera
la velocidad promedio entre estas dos lecturas?

c) Determina la velocidad instantanea en la primera lectura.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 7.1
[

AUTDEVALUACION Y COEVALUACION

MNombre: Plantal: Grupo: Turno:

| Autoevaluacion para el aprendizaje

' Selecciona en la columna, la opcién que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 7. Responde con honestidad a la evaluacion de |
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeno E:grl',t'nmn Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis comparfieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacién de dudas de mis
companeros.

| Utilicé diversas perspectivas para comprender e interpretar el con-
cepto de derivada v su definicion formal. (M2-CI)

Encontré la derivada de funciones constantes, lineales y algunas fun-
ciones polinomiales empleando la definicion de derivada. (M2-C2)

| Coevaluacion para el aprendizaje

. Solicita a un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 7 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion,

Desempenio nglm!”“ Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

' Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Unlizo diversas perspectivas para interpretar el concepto de derivada
y su definicion formal. (M2-Cl)

Encontré la derivada de funciones constantes. lineales y algunas fun-
ciones polinomiales empleando la definicion de derivada. (M2-C2)

Nombre v firma de quien coevalia
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Reglas basicas de derivacion

-6l =S

i QRS
0| LTy
-c"!l

=g'x)
(f* g]'mﬁf"ug{xﬂ °

Progresion de aprendizaje 8

Encuentra de manera heuristica algunas reglas de derivacion como la regla de la suma, la regla del producto, la
regla del cociente v la regla de la cadena vy las aplica en algunos ejemplos.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirma- : A

ciones para organizarlos en formas logicas: . : :
utiles en la solucidn de probleniis F BRpHOt= $.5. 0 o ivimsimenresetinsassesssthitsinbisssisbohsboiissiasss msd it arstadaias onibos iveb dsesunas

cion de situaciones y fenomenos. ‘H
A

M4-C3 Construye y plantea posibles solucio-: A : .
nes a problemas de Areas de CONOCIMUENLD, f-- - srremssmmismminsnsnicinnes o PETER ¥
Recursos Sociocognitives, Recursos Socioe-: C
mocionales b de su entorno, Empleandn lecnl- FR ressessss s e e frssrear s s
cas y lenguaje matematico. ‘H : :

] EVALUACION DIAGNOSTICA 8.1

1. Selecciona la grafica que se corresponde con la derivada de la funcién f(x) = =2

a4y 44V
2-/ - 2 =
a) e— e N ) >~ c) -—t e
£y 2 4x 4x ~4~32n 2 4x
L J
4
Y
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b

La derivada de f{x)=4x' -1 es:
a) 12x* -1 b) 12x° c) 4x?

3. Completa la siguiente tabla:

Funcion Derivada | f(=3)
Six)=7 |

Six)=

i
x

b | o=

flx) ==t

£ |

|

n la progresion anterior, utilizaste la definicion para calcular la denivada de varias funciones

incluyendo funciones constantes, lineales y algunos polinomios sencillos. Supongamos que ne-
cesitas calcular la derivada de la funcion fix) = 3(x* + 1) sen x. Este proceso puede ser bastante com-
plicado vy laborioso, por lo que es util contar con herramientas que faciliten el cdlculo de derivadas
de manera mas sencilla y eficiente.

Reglas de derivacion

En la progresion anterior se definio la derivada de una funcion f(x) formalmente como:

[x) = lim Jo I;}]: —f¥) siempre que el limite exista,

Recuerda las derivadas que obtuviste o se presentaron en la progresion anterior.

Funcion Derivada Funcion [ Derivada
fixi=c¢ Six)=0 flx)=e fix)=e
foy=x =1 . fw=a | ft)=ala
JixX)=mx+b f(x)=m fix)=Inx i) = ?1
Jix)=x Jx)=2¢ flx)=senx lx)=cosx
Jix)=x" F ‘[,::l = nx™! Six)=cosx Six)=-senx

Ahora estudiaras algunas reglas fundamentales que te permitiran calcular derivadas de manera
mas eficiente, sin tener que recurrir directamente a la definicion. Estas reglas simplificaran el proce-
so de diferenciacion y evitaran tener que utilizar la definicion de derivada en cada caso. De aqui en
adelante, asumirds que las funciones que utilizas para enunciar y demostrar las reglas de derivacion
tienen derivadas definidas. Estas reglas de derivacion facilitan el cilculo de derivadas de funciones
algebraicas y trascendentes.

Regla de la derivada del producto de una constante por una funcion

| La derivada de una constante por una funcién es la constante multiplicada por la derivada de la funcion.

[eflx)] = ¢f(x)
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Demaostracion
La definicién de derivada y las propiedades de los limites permiten demostrar esta regla.
] = Jim SSEEN =N _ iy Sz S0

k=10

— ]imﬂ-‘""-"”—ﬂx}

= ] e

Ejemplo formativo 8.1

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
a) Sifix)=T7x3 entonces f'(x) = 7(x?)' = 7(3x7) = 21a2
b) Sif(x)=—5x, entonces f'(x) = —5(x) =-5(1)=-5
c) Sifix) =§lu sen x, entonces f'(x) = % (sen x)' = % cos X
d) Sifix)=3 Inx, entonces [(x) =3 (In x)' =%

RHegla de la derivada de la suma de funciones

La derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de cada funcion.

[f1x) + g@)]' =f"(x) + g'(x)

Demostracian

Sea H(x) = f(x) + g{x), entonces aplicando la definicion de derivada y las propiedades de los
limites se tiene

[f(x) + g(x)]' = H'(x)
i Hix+I) - Hx) _ [ [flx+M+elx+M]-[fix)+elx)]

h—D h i h

e _ﬂx+!}l] — flx) e glx + i}f — gilx)

fr==10

_ i S -Ax) +n1iﬂ w=f(ﬂ +g'(x)

=0 It

Esta regla es valida para la suma de cualquier nimero de funciones. Por ejemplo, para tres
funciones /. g v h:

[£(x) + g(x) + hx)] = [(flx) + g(x) + hx)]' = [fix) + g(x)] + '(x)
= [(x) + g'(x) + I'(x)

Hegla de |a denvada de la diferencia de dos funciones

La derivada de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de las derivadas de cada
funcion.

[A(x) - g(x)]' =f"(x) - g'(x)
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Demaostracion

Basta considerar y aplicar la regla de la suma f{x) — g(x) = f{x) + (-1) g(x) v la de una constante
por una funcion.

Estas tres reglas v la derivada de (x")' = nxy™! permiten derivar cualquier funcién polinomial.

Ejemplo formativo 8.2
1. Seaf(x)=x" +3x'— 2y +4y 3. Halla f'(x).

Resolucion
Aplica las reglas estudiadas,

1) = (¥ + 3= 2(x2) + 4(x)'— (3) =T + 120} —dx + 4

Actividad formativa B.1

1. Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) gx)=x"+3x*-35
3 s 1
b) fix)= Sx+ 2y - 5

¢) h(f)=0310+02¢° -5

Regla de la derivada del producto de dos funciones

Las reglas para derivar la suma o diferencia de funciones establecen que la derivada de una suma o
resta es simplemente la suma o resta de las derivadas individuales. Ahora, podrias preguntarte si la
derivada del producto de dos funciones es 1gual al producto de las derivadas de cada una de ellas.

Veamos, sea f{x) =x7 . x}, entonces f(x)=x% y f'(x) = 8(x7) =8x".
Considera ahora el producto, f"(x) = [¥* - ¥*]" = (x%)’ (x3)' = (52 )(3x?) = 1525,

Puedes ver que [x®]"= 8x7 £ 15x% = [x° . x7]", esto significa que la derivada del producto no es sim-
plemente el producto de las derivadas. Se hace necesario buscar una regla para calcular la derivada
de un producto.

" La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la primera -
funcién por la segunda mas el producto de la primera funcién por la derivada de la segunda.

[/(x) - g(x)]" = f'(x) - glx) +[f1x) - g'(x)

Demuostracion

Aplicando la definicion de derivada se hene

v e [Ax 0 - gl + ] = [f(x) - g(x)]
[Fx) - g(x)]' = lim p

Suma y resta f{x + /) - g(x) en la expresion anterior

Hii [Ax+M - glx+ )] = [flx)-gin)] +fix +h) - glx)—fix+h) - glx)

h—0 h
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Agrupa térmmos convenientemente y aplica las propiedades de los limites
lim g(x)[x+ M —=Ax)] +x+ ) [glx+ ) —g(x)]

h—0 h
i QR -] | St [gx+ h) - g(v)]
= #" . h 2 PrhE:llJ h
=[(x)g(x) +f(x)g'(x)

Esta regla es valida para el producto de cualquier niimero de funciones.
Sean f{x). g(x) y Ai(x), entonces aplicando la regla anterior tenemos
[Aix)glx)h(x)]" = [Ax)gx)]'hx) + [fx)g(x)]A'(x)

= [f'(x)gl(x) +x)g ()] h(x) + [Ax)g)]h'(x)

= {(jg(x)(x) + fix)e'(x(x) + fx)g(x)i'(x)

Como puedes ver, la derivada del producto de tres funciones es 1gual a la suma de tres términos:
el producto de la derivada de la primera funcion por las otras dos, mas el producto de la derivada de
la segunda funcion por la primera y la tercera, mas el producto de la derivada de la tercera funcion

por la primera y la segunda.

Ejemplo formativo 8.3

1. Halla la derivada de las siguientes funciones aplicando la regla del producto.

a) fix)=x*:5
b) flx)=(x—=3)senx
c) glx)=¢€" cosx

d) hix)=(*+1)Inx

Resolucion
a) fix)y=[x 2" =)+ () =5 ¥+ 0+ 3% =15x"+3x'
= 8x7

b) f'(x)=(x-3)senx+(x—3)(senx) =(l)senx+(x—3)cosx
=senx+(¥x—3)cosx

¢) g'(x)=(e")cos x+ e (cosx) =e'cosx+ e (—senx)
=eg'cosy—¢é senxy=e'(cosy—seny)

d) )=+ 1) Inx+ (2 + D(Inx) =(2x) Inx + (2 + 1) —‘T-
L | ’

= 2xlnx + =2-cln:f:+x+-i-

_Actividad formativa 8.2

| 1. Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) flx)=(x+ 35K
b) flx)=>5(x+4nt
c) fin=(r+1)e

| 84 Haglas basicas de dervacion



d) gx)=cosxlnx

e) hix)=senxcosx
2. Determina una expresion para la derivada del producto de las cuatro funciones 1. g, u v v.

Regla de la derivada del cociente de dos funciones

La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto de la derivada del numerador
por el denominador, menos el numerador por la derivada del denominador, todo dividido por el

denominador al cuadrado.

Ax)

A]' L0 N0-£0) 1

(g(x))y

Para realizar la demostracion se procede de manera andloga a la demostracion de la regla del
producto.
Ejemplo formativo 8.4
l. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

D) &= 15
b) h[:r)=x—ij—
¢) flx)=22
Resolucion
o )= (x—=1)(x -El.:;[l*;:— Dx+1) _ (Dix +{L]J::;__ D _ r:::;:—l _ {xfl}j
b) () = {3}'{x—(13i—3]3:{x—3]‘ _ {01{::;_3;; 3) _ {113313
¢) fix) = (sen r]'ms{;—s ::‘;II[GGS.T]' _ cosxcos fc;:::]mz.r{-seu x)
- Cﬂf:ﬂ:;;ﬂ:-‘f - {cu: xP B

El inciso ¢) establece que, como f{x) = $22- = tan v, entonces f'(x) = [tan x]' = sec’x.

Actividad formativa 8.3
1. Halla la derivada de las siguientes funciones.

x+6 Tx—12
a) f0)=—"5 b) &) =g 55
—x+90 .
0 -2 ) -2t
_ | _ 4
e) flx)= sen x f) Jix)= cos X

2. Demuestra la regla de la derivada del cociente de dos funciones.
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En los incisos d), e) y ) se establecen las formulas para las derivadas de las funciones f{x) = cot x,
Jx) =cscx y flx)= sec x.

Actividad formativa 8.4

1. Completa las siguientes tablas.

Funcion N Derivada Funcidn | N Detivada B
flx)=sen x | [(x) = —csex
S[lix)=-senx Mx)=secx
flx)=tan x Sx)=-cscxcotx

Hegla de |la cadena [derivada de funciones compuestas]
;Cual de las reglas estudiadas podrias utilizar para calcular la derivada de la funcion f(x) = (x + 3)°?

Aunque se puede utilizar la formula de la dervada de un producto de funciones. para determinar
una forma mas sencilla, especialmente cuando se presenta una potencia mayor, utilizaremos otra regla.
Observa la funcion f{x); aprecia que es una funcion compuesta. Estoes ( /= g) (x) =[[g(x)] = [g(x)]".
es decir la funcién ftoma como entrada el resultado de otra funcion, en este caso g(x) donde f{x)
y g(x) son funciones independientes. Para derivar esta funcion se utilizara la regla de la cadena.

Regla de la cadena
S1 g es derivable en x y f en g(x), entonces la funcion compuesta definida mediante

(f = g)(x) = flg(x)]. es derivable enx, y
(f=8)' () =S"[g()] - g'(x)

Ejemplo formativo 8.5

1. Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) flx)=(2x + 3)°
b) g(x) = "

c) ilx) =sen 2x

Resolucion
a) Sea flg(x)) = (g(x)) y glx)=2x+3
flglx))=2g(x) y g'(x) =2
(fog)(x)=/"Tgl(x)] =2g(x) - 2=2(2x+3) - 2=4(2x +3)=8x+ 12
b) Sea g(flx))=e™y flx)=3x
g (flx))=eWyfx)=3
(g°f)(x)=g[flx)] =M -3 =3e"
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c) Sea h(g(x))=sen g(x)y g(x)=2x
h'x)=cosglx)ygix)=2
(h=g)(x)=N[g(x)] =2 cos 2x

Actividad formativa B.5

l. Completa la siguiente tabla sabiendo que fix) v g(x) son dos funciones para las cuales sus

derivadas f'(x) y g'(x) existen.

| Regla de derivacidn I Formula de derivacion
| Derivada de una constante por una funcién [¢fix)] =
% Derivada de la suma de dos funciones [flx) + glx)]' =
l Derivada de la resta de dos funciones [fix)—g(x)]' =
i Derivada del producto de dos funciones [fix)- glx)]' =
;'Derwada del cociente de funciones, g(x)£ 0 [ fx) ]' .
gv)
E Regla de la cadena, (- g)(x)=[[g(x)] (f=8)(x)=

Actividad formativa 8.6

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) flo)=3(x*+2x-1)
b) flx)=(5x)(3x%)

¢) elx)=(x+5)(x=3)
d) hr)=elnt

e) wulx)=(7x*-3)

f) fix)=(7x* = 4x* —x)*

2xx+4
x—1

g) vx)=
h) wu(x)= %
1) glr)=sen (¥ —21)

i) h(t)=tan (2t + 1)
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1. Completa la siguiente tabla.

Funcién Regla de derivacion Nombre de laregla Derivada de la funcién
flx) = 5% f(x) = 10x
SJix)=e"senx
v={(8&-3)} | (f*g) (x)=/S"g(x) - g'(¥)
Y- 51-4. 3 Derivada de un cociente

2. Calcula la derivada de las siguientes funciones aplicando las reglas de derivacion.

Funcion Derivada

fix) = 50+ 4v — 302

1 L z
ﬂx] E?I;—?.T- +35

W= =27)(r"+ 1)

glx)=xlnx—sen3x

-1
¥M-2

hix)=

Wx)=In2v-tan(x-1)+7

g
Hix)= =

fily=¢tant+ 2t

P e T
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Autoevaluacion y coevaluacion B.

| - 5 o 2 s
Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeifio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 8 y que responda con

AUTODEVALUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel:

Autoevaluacian para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 8. Responde con honestidad a la evaluacion de

cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

Participé activamente con ideas pama la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Demostré algunas reglas de derivacion utilizando la definicion de de-
rivada. (M3-C2)

Apliqué las reglas de derivacion para calcular la derivada de diversas
funciones, (M4-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Grupo: Turna:

Enproceso  poong  Scbresaliente

de logro

honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.
Contribuyé colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus

companeros.

Demostrd algunas reglas de derivacion utilizando la definicién de
derivada, (M3-C2)

Aplico las reglas de derivacion para calcular la derivada de diversas
funciones. (M4-C3)

En proceso
de logro

Nombre y firma de quien coevalia

Persanmmento Matematico [l

Bueno  Sobresaliente
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El concepto de la derivada como
razon de cambio instantanea

Progresion de aprendizaje 3

Selecciona una problemitica en la que el cambio sea un factor fundamental en su estudio para aplicar el concepto
de la derivada como razon de cambio instantanea,

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro :

Metas de aprendizaje

M2-C3 Construye un modelo matematico, ! A : 5

identificando las variables de interés, con la - b L e
finalidad de explicar una situacién o fend- C : ;

meno y/o resolver un problema tanto teorico :

como de su entorno. EH

| EVALUACION DIAGNOSTICA 9.1

Analiza los enunciados siguientes y subraya la respuesta correcta:

l. Concepto que describe el valor numérico al cual se aproxima una funcion a medida que la
variable independiente se aproxima por ambos lados a un valor dado.

a) Valor de la funcion b) Ordenada al origen

¢) Limite de la funcién d) Ceros de la funcion
2. Representacion matematica de una razon de cambio promedio.

a) m =33 b) lim 3+

c) ¥ =f(x) &4
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3. Representacion matematica de una razon de cambio instantanea.
Ya=J

a)m= ‘.1.':—,1'1 b) Av =y, -y,
¢) v=f{x) d) ;liiﬂln i—;
4. Expresion que define la derivada de la funcion y = f{x).
a)y=x'-1 b]j{jl‘l‘lu ‘ﬂr+i‘j —1)
c)m= :_::l.: d)flx)=3x+1

5. (Cudles la interpretacién geomeétrica de la derivada de una funcién en un punto dado?
a) La pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto,
b) El drea bajo la curva en ese punto,
¢) El valor maximo de la funcion en ese punto.
d) La recta que corta en dos puntos a la grafica de la funcion.

6. ;Porque es importante calcular la razon de cambio instantinea en problemas de aplicacion?
a) Para obtener una estimacion aproximada de la razon de cambio.
b) Para conocer con precision la razén de cambio en un punto especifico.
¢) Para identificar las rectas que cortan a la grafica.

Eﬂ una parcela. hay un tanque cilindrico destinado a acumular agua para riego. El tanque se ha
averiado y se estd vaciando a una razoén constante de 2 litros por minuto. El radio del tanque es
de 1 metro y la altura inicial del liquido es de 3 metros. Es necesario determinar la razén de cambio
del nivel del liquido en el tanque en funcion del tiempo. ; Tienes alguna herramienta que pueda ayu-
dar a resolver este problema?

En la progresion 7, aprendiste que la derivada es un concepto clave en el cilculo, interpretado
como la razon de cambio instantanea a través de dos ejemplos: la pendiente de la recta tangente
a una curva en un punto (interpretacion geométrica) y la velocidad instantinea (interpretacion
fisica).

La derivada también puede utilizarse para calcular la velocidad a la que se llena un tanque de
agua en funcion del caudal que lo alumenta, determinar cémo una poblacion crece o decrece con el
tiempo, ¥ analizar la velocidad con la que aumentan o disminuyen la produccion y los costos. En
resumen, la derivada representa la razon o tasa de cambio en un valor especifico, un aspecto funda-
mental para estudiar y comprender el comportamiento de funciones y fendémenos variables,

La pendiente de la recta tangente

La derivada te permite calcular la pendiente de la tangente m, a la curva en el punto x,,

Jixg + 1) - flx,)
; .

m=1"x)= hm
! f[ ﬂl) h—10 .|F

La derivada de la funcion puede resultar una expresion mateméatica también variable (en funcion
de x), lo que significa que la grafica de la funcion presenta pendientes variables para diferentes va-
lores de x.
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~ Ejemplo formativo 8.1
L. Determina la pendiente de la tangente a la grafica de la funcién y = x> — 4x + 3 en el valor x, = 3.
Resolucion
Laderivada de la funcion y =x’ -4y + 3esy'= gr% =2x—4.

Esta derivada representa la pendiente de las tangentes a la grifica de la funcién para cualquier
valor de x.

dv
n.-,=—af:~_=_r—4

La pendiente de la tangente a la grafica en un valor especifico, por ejemplo x, = 3 es
m=2(3)—4=6-4=2.

En x, = 3, la pendiente de la tangente a la grafica es m, = 2.

Actividad formativa 9_1

1. Dadas las siguientes funciones, determina la pendiente de la recta tangente a la grafica en los
valores indicados en cada caso e interpreta el resultado obtenido.

a) flx)=x*-4,enx,= 1.

b) s(=4r—F,ent,=2.

La ecuacion de la recta tangente

Si la derivada de una funcion representa la pendiente de la tangente a la curva de la funcion en cual-
quier punto dado, entonces es posible utilizar esta condicion para determinar la ecuacion de cualquier
recta tangente a la curva de la funcién en un punto especifico de interés. Para ello, se sustituye, la
pendiente calculada en el punto de interés junto con las coordenadas de ese punto, en la ecuacion de
la recta en la forma punto-pendiente, v — v, = m(x — x,), donde m es la pendiente de la recta tangente
v (x,. v,) son las coordenadas del punto de tangencia.

La relevancia de determinar la ecuacion de la recta tangente radica en que permite su represen-
tacion grafica, lo cual facilita la visualizacion de la interaccién de la funcién con dicha tangente al
observar ambas grificas conjuntamente.

Ejemplo formativo 9.2

1. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion v = 2y — ¥, en el punto
P(2, 0). ;Como sera la representacion grafica de esta situacion?

147

Resolucion
La funcién v = 2x — x7, se puede identificar como una paribola que abre hacia abajo. como se
muestra en la figura de arriba.

El punto P(2, 0), es el punto de tangencia de la recta y la pardbola.
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La pendiente de la recta tangente (o de la curva), es la derivada de la funcion, esto es
d
L (Zx—x)=2-2x

La pendiente de la recta tangente en P(2, 0) la obtienes sustituyendo x= 2, en la expresion obtenida
para la pendiente, m =2 - 2x,asim=2-2(2)=2-4=-2,

Entonces, en P(2,0) la pendiente de la recta tangente es m = -2,

Determina la ecuacion de la recta tangente con m = -2 y P(2, 0), sustituyendo en la ecuacion de
la recta en la forma de punto-pendiente y — y, = m(x — x,)

y—-0=-2(x-2)
La ecuacion de la recta tangente a la parabola en el punto P(2, 0) es
y==-2x+402x+y-4=0

La representacion grafica de esta situacion se muestra en la figura de abajo.

by Recta tangente
i y=-—2¢+4
P(2.0)
- —t—
1 2\ x
v=2x—x
_]I-'-

Actividad formativa 9.2

l. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = x* + 1, en el punto
P(1, 2)y representa graficamente esta situacion.

Velocidad y aceleracion

En la progresion 7, aprendiste a resolver el problema de la velocidad y la aceleracion instantdnea
utilizando la derivada. Recuerda que

d 2 § g,
v=—oblenv= g
r I_F:'I

Esta representacion toma la distancia como dos puntos asociados a la posicion y el tiempo como
dos momentos determinados.

ds : d
v=—0bienvis} = s(N

dt dt

dv o bien a(r) = a (1)

a =E el

También se puede calcular la aceleracion como a(r) = —‘%(% s[f'}) = %.ﬂr} o de manera mas senci-
lla como a(t) = s"(r), donde s"(r) denota la segunda derivada de la posicién respecto al tiempo. Esto

es posible porque la primera derivada genera una nueva funcion, que también puede ser derivada.
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_ Ejemplo formativo 8.3

1

Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba y su trayectoria estd dada por la funcién de
desplazamiento s(r) =—4.9¢* + 361, donde s(r) esta medido en metros y 1 en segundos. Calcula:

a) La velocidad vy la aceleracion en los instantes de tiempo 1 =2 y 7 =4 (segundos).
b) La altura maxima alcanzada.
c) El tiempo ¢ que tarda en caer al suelo y la velocidad de su caida.

Resolucion

Datos: la funcion que representa el desplazamiento vertical de la piedra es

s(f)=-4.92+ 361

El problema involucra la velocidad y aceleracion como razones de cambio instantaneas a partir de
la funcion desplazamiento s(f).

La velocidad es v(1) = % o v(= % s(1)

La aceleracion es a(t) = '?F' o a(t) = 'Ef?fr' i) o alt)= -g; s(1)

a)

b)

94

La velocidad y la aceleracion en los instantes de tiempo 1 =2 y f = 4 (segundos).
W1) =5 5() = - (~4.90° + 361) =—4.9(21) + 36 =—9.81 + 36

La ecuacion de la velocidad es v{(f) = -9.8¢ + 36 m/s
d d
a(t) = = v(1) = 57 (-9.81 + 361) = -9.8

Laecuacion de la aceleracion es a(r) =—9.8 m/s?. La aceleracion es una constante (la gravedad).
Ent =2, lavelocidad es v(2)=-9.8(2) + 36 =-19.6 + 36= 16.4
v(2)=164

La velocidad a los dos segundos es 16.4 m/s.
La aceleracion es a(2) = —9.8 m/s’. Este resultado significa que hay una desaceleracion.
Ent =4, lavelocidad es (4) = -9.8(4) + 36 =-39.2 +36=-3.2

v(4) =-3.2 mV/s significa que la piedra se desplaza hacia abajo.
La velocidad a los cuatro segundos es 3.2 m/s

La aceleracion es a(4) = 9.8 m/s®, Hay una desaceleracion, lo cual significa que en cada
segundo la velocidad disminuye en 9.8 m/s.

La altura maxima alcanzada.
Se sabe que, en la altura maxima, la velocidad de la piedra es cero metros por segundo.

Se establece la condicién w(r) = —9.8¢ + 36 = 0, al despejar 1 se tiene el tiempo en donde se
alcanza la altura maxima.

9.8 +36=0
—9.8r=-36
-36
E=33
r=3.67

El concepto de la dervada como razdn de cambio imstantanea



La posicidén en f = 3.67 es la altura maxima y puedes calcularla con la ecuacion del
desplazamiento s (1) = —4.9 1* + 361.

5(3.67) =—4.9(3.67) + 36(3.67) =—4.9(13.47) + 36(3.67) =—66.0 + 132.12 = 66.12
La altura méxima es §(3.67) = 66.12 m.
c) El tiempo f que tarda en caer al suelo vy la velocidad de su caida.
Cuando la piedra cae al suelo se dice que su posicion es cero, s(71) =—4.91* + 361 =0, tactorizando:
—4.912 + 361 = {—4.91 + 36) = 0, de donde
rt=nn“4,9;j+35=u:=-4.9xj=ﬁ35::>r1=-j—_‘;:nlx?.34

De estos resultados, puedes interpretar que la piedra cae al suelo en el instante de tiempo
[, =7.34 5, mientras que en f, = 0 s, la piedra es lanzada.

La velocidad de la piedra en su caida (1, = 7.34 ), puedes calcularla utilizando la ecuacion
obtenida para la velocidad.

W(7.34)=-9.8(7.34) + 36 =-71.93 + 36 =-35.93
La velocidad de caida es v(7.34) =—35.93 m/s. Esto significa que la piedra viaja hacia abajo.
La velocidad en el instante 7, = 7.34 s es 35.93 m/s.
En la figura de abajo se muestra la representacion grifica del problema.

S{,}yﬁlt‘m‘a W =0 s(1) & 113.5?}:\3 n's

v(4)=—-3.2 m/s

vir)

2

e e e - -

4 wi)

an=g

b =p=

Actwidad formativa 9.3

1. Enun experimento, la posicion (en metros) de una particula que viaja a gran velocidad en una
recta horizontal se puede determinar por medio de la ecuacion

siN=r—-62+12rr-101+ 5

Determina la posicion, la velocidad y la aceleracion de dicha particula, cuando han transcurrido
tres segundos.

La derivada es una herramienta fundamental en el analisis y modelado de diferentes procesos,
como el llenado y vaciado de tanques, que son ampliamente utilizados en la Ingenieria Quimica
y otros campos afines.
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Ejemplo formativo 8.4

1. Un recipiente cilindrico de 2 m de altura y 1 m de radio se llena con agua a una velocidad
constante de 0.5 m*/min. Calcula la razon de cambio de la altura del nivel de agua en el
recipiente cuando el nivel alcanza los 1.5 m.

Resolucion

Datos:

 Radio del recipiente: r =1 m

* Altura del recipiente: i =2 m P

* Razon de cambio del volumen con respecto al iempo: —= 0.5 m*¥min
« Nivel de agua alcanzado: =15 m

Para resolver el problema ten en cuenta que la razén de cambio de la altura del nivel de agua se
calcula mediante la derivada de la altura con respecto al tiempo.

dav

dv dh dh dr

Cc:umt::rV=Aﬁ,-J;::-Tﬂ-=,-,tﬂ+—ﬂ,r—:;-.m_=E
Donde:
dh

* g es larazon de cambio de la altura con respecto al tiempo.

dv ) : ;
* 7 s la razon de cambio del volumen con respecto al tiempo.

» Ajes el area de la base del recipiente.

Sustituyendo los valores: 4y, =7 =7+ (1) =7 m’

dh 05

7 0.159 m/min

Por lo tanto, la razon de cambio de la altura del nivel de agua cuando el nivel alcanza los 1.5 m es
de aproximadamente 0.159 m/min.

Observacion: como la ecuacion del volumen es lineal en /i, la razon de cambio de la altura es
constante y no depende del valor de /&, por lo que sigue siendo ﬂfL m/min cuando el nivel alcanza
los 1.3 m.

Actividad formativa 8.4

l. Un tanque cilindrico se estd vaciando a una razén constante de dos litros por minuto. El radio
del tanque es de un metro. Encuentra la razén de cambio del nivel del liquido en el tanque en
funcion del tiempo.

Ejemplo formativo 9.5

. Una empresa de manufactura produce un producto y la funciéon que determina la cantidad
producida (en unidades) es: P(t) = 500 + 30¢ — 2¢*, donde ¢ se mide en dias.

a) Encuentra la funcién que determina la razon de cambio instantanea.
b) Calcula el valor de la razén de cambio parat =35, r= 10, t= 15 y r= 20 dias.

¢) Interpreta los resultados obtenidos.
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Resolucion
a) La razon de cambio instantdnea se calcula mediante la derivada de la funcion P(r):

P'(t) =30 -4

b) Sustituyendo los valores de t: para t = 5 dias, P'(5) = 30 — 4(5) = 10, Para ¢ = 10 dias,
P'(10) = 30 — 4(10) = —10. Para t = 15 dias, P'(15) = 30 — 4(15) = —30. Para 1 = 20 dias,
P'(20) = 30 - 4(20) = -50.

¢) Interpretacion de los resultados:

« Para =3 dias, la razén de cambio instantdnea es 10 undades/dia, lo que significa que la
produccion aumenta a una tasa de 10 umidades por dia.

* Para r = 10 dias, la razon de cambio instantanea es —10 umdades/dia, lo que significa
que la produccion disminuye a una tasa de 10 unidades por dia.

« Parar= 15 dias, la razon de cambio instantanea es —30 umidades/dia, lo que significa que
la produccién disminuye a una tasa de 30 unidades por dia.

* Para r = 20 dias, la razon de cambio instantanea es —50 umdades/dia, lo que significa
que la produccion disminuye a una tasa de 50 unidades por dia.

Actividad formativa 9.5
l. Un cultivo de bacterias varia con relacion al tiempo de acuerdo con la expresién
N(#) = 100 + 151 —¢2

a) (Cual es la velocidad de crecimiento en el instante r = 10 min?

b) Interpreta el resultado obtenido.
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&0 EVALUACION FORMATIVA 9.1

-------

]

98

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

3
Dada la funcion f{x) = -;T- — 2¥? + 3x, determina:
a) La ecuacion que representa la pendiente,
b) Los valores de x para los cuales la pendiente es cero.,

c) Traza la grafica de la funcion con ayuda de un graficador e interpreta el inciso b).

Determina la ecuacion de la recta tangente a la grifica de la funciéon vy = x* — x, en el punto
P(1.0) y traza una representacion grafica de esta situacion.

Un delfin del acuario salta del agua como se muestra en la figura de
la derecha para alcanzar a cruzar un aro que se encuentra a 11 metros
de altura y se desplaza verticalmente hacia arriba con una velocidad

*
de 15 m/s, La posicion del delfin /i(r) (en metros) sobre la superficie L
del agua después de r segundos esta dada por A(r) = 151 — 4.9¢°. hit) 4
Calcula: A
a) La velocidad en los instantes de tiempo 1= 1 y = 2 (segundos). 4

b) La altura maxima alcanzada vy determina si alcanza el aro. _
c) El tiempo 7 que tarda el salto del delfin y la velocidad de su caida.

Un tanque conico tiene una base circular de radio dos metros y una altura de cinco metros. El
tanque se estd llenando a una tasa constante de tres litros por minuto, Encuentra la razon de
cambio del nivel del liquido en el tanque en funcion del tiempo.

Una empresa de servicios informaticos realiza un estudio sobre el nimero de clientes que
utilizan su servicio en funcion del iempo. La funcién que describe el nimero de clientes (en
miles) es: C(r) =20 - 51 — °, donde 7 se mide en semanas.

a) Encuentra la funcion que determina la razon de cambio instantinea.
b) Calcula el valor de la razén de cambio para f=3,r=6.7=9 y = |12 semanas.

¢) Interpreta los resultados obtenidos.
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Autoevaluacion y coevaluacion 8.1

AUTOEVALUACION ¥ COEVALUACION

. Nombre: Plantel: Grupo: Tumo: -

Autoevaluacian para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 9. Responde con honestidad a la evaluacion de
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

| Desempeiio Eﬁfm“ Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis companeros.

| Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Construi modelos aplicando el concepto de derivada como razon de
| cambio para resolver problemas matematicos. fisicos v de ingenieria.
(M2-C3)

| Coevaluacian para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 9 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeno Egﬁ%ﬁ“ Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
| mis compaiieros.

| Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.
Confribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus

compaiieros.

Construy6 modelos aplicando el concepto de derivada como razén de
cambio para resolver problemas matematicos, fisicos v de ingenieria.
(M2-C3)

Nombre y firma de quien coevahia
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Aplicacion de la derivada al analisis
y graficacion de funciones

4
Cﬁnca\ta hacia
(x) < s (x)>0
Sx)=0
5 -
X v A £ =0
filx)=0 flx)<0
Concava hacia
abajo
0 X

Progresion de aprendizaje 10

Explica y socializa el papel de la derivada para analizar una funcion (donde crece/decrece, maximos/minimos

locales, concavidades) v traza su grafica.

Metas de aprendizaje

En proceso
de logro

M3-C1 Comprueba los procedimientos usados
en la resolucion de problemas utilizando di-
versos metodos, empleando recursos tecnolo- ¢

gicos o la interaccion con sus pares.

-

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- :
maciones acerca de situaciones, fenomenos o :
problemas propios de la matematica, de las :

cienecias o de su contexto.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas, |
descubrimientos o procesos en la solucion de :

un problema tanto tedrico como de su entorno. :

o

| EVALUACION DIAGNASTICA 10.1

1. A partir de la grafica de la derecha identifica si1 la
pendiente es mayor, igual o menor que cero.

ajm=>0
bym=<0

c)m=0
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2. Identifica si las sigulentes propledades son falsas o verdaderas en correspondencia con la

grafica.
VA Propiedad VI|F
\ 1 Creciente en intervalo (=1, 1)
- 1 1 : J11) =2 es un valor minimo local enx=1.
. Tiene un punto de inflexion en (0, 0).
-2; Es concava hacia arriba en el intervalo (0. =),

3. La derivada de la funcién f(x) = 2v? + 2x es:
a)f(x)=5x+2 b) f{x)=3x+1
e)f(x)=6x2+2 d) fi(x)=32+1

Crecimiento y decrecimiento de funciones

| estudio de la monotonia de una funcioén permite entender como varia una variable en relacion
con otra, por ejemplo, como varia la distancia a través del

tiempo. Los conceptos representados en la Figura 10.1, sobre

funcién creciente, funcion decreciente y funcién constante los

definimos como:

* Funcion creciente. A medida que x aumenta, f(x) tam- + l ] =

bién aumenta. es decir. si x; < x, entonces flx,) < f(x,).

.. . . Fi 10.1. Monotonia de una funcion,
*  Funcion decreciente. A medida que x aumenta, f(x) Fﬂ:‘;ﬂ, Flaboreida peopia (Craiebri.

disminuye, es decir. si x, < x, entonces flx,) > f{x,). 2025).

* Funcion constante. La funcidn f{x) no cambia, aunque
x aumente o disminuya, es decir, f(x,) = flx,) para todo x,, x, € D,.

A continuacion, conectamos la monotonia de una funcién con el signo de la primera derivada,

Grafica Monotonia | Valor de prueba Derivada de f | Signo de f” E
flx)=2
'
P S &
onstante en
1+ (—c0, +a0) x=1 f'[f' =0 _f'ﬂ]' = f)
"l,_! i i

Creciente en

(—oe, +0) =0 f'x)=1 f0y=1>0
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fx)=x* '
v z
2:: f‘{.r} =2y
i 3 iF AR - Creciente en c—? i) =4 >0
3 o 2 (0, +20) 2 i
\J
Jix)=x"=3x i
Vi Ciﬂf;niflr}m x=-2 JS(x)=3x*-3 fi-2)=9>0
4 ;
i De::flmﬁte en v=0 f0)==3<0
- — 4
2 0 2x
Ei 2 CITfiiu;m x=3 J(3)=24>0
v

De lo anterior, observamos que en el intervalo donde la funcion es constante, la primera derivada
es 1gual a cero. Donde es creciente, la primera derivada es mayor que cero. Y si la funcion es decre-
ciente, la primera derivada es menor que cero. Con base en esto establecemos el siguiente teorema
para determinar de forma analitica la monotonia de una funcion.

p )
Teorema de monotonia

Sea fcontinua en el intervalo (a. b) y derivable en (a, b).
1) Sif’(x) <0 para toda x € (a, b), entonces f'es decreciente en (a, b).

11) Sif’(x) =0 para toda x € (a, b). entonces f'es constante en (a, b).

1i1) Sif'(x) > 0 para toda x € (a, b), entonces fes creciente en (a, b). ,,

Recuerda que la primera derivada de f{x) da la pendiente de la recta tangente a la grafica de fen
el punto (x, f{x)). Con base en esto, s1 / (x) < 0 entonces la recta tangente decrece hacia la derecha,
lo cual sugiere que fes decreciente (Figura 10.2a). Ahora, si f*(x) = 0 entonces la recta tangente es
constante hacia la derecha, lo cual sugiere que fno crece ni decrece, Por tltimo, si f'(x) > 0 entonces
la recta tangente crece hacia la derecha, lo cual sugiere que fes creciente. Y en la Figura 10.2b esté
la correspondiente derivada.

a) flx)=x"+1 b) f'(x) = 2x
j" J’rl
fl-2)=—-4<0 54 (2)=4>0 1
T /v =0
[=32)=-3<0 1(32)=3>0 1
fl-1)==2<0 F()=2>0 3 — 3 %

70)=0 Jx)<0

- —t—rt> |

= 0 ix AL

v v

Figura 10.2. La pendiente de la recta tangente en un punto ¥ su conexion con la monotonia de la funcién,
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025),
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En la Figura 10.2a, al valor x = 0 se le llama valor critico, dado que f7(0) = 0. Es decur, ahi la
monotonia de la funcién f{x) cambia, pasa de ser decreciente ( f"(x) < 0) a ser creciente ( /'(x) = 0).

Valor critico

El ntimero real ¢ del dominio de f{x) es un valor critico s1/"(¢) no existe o bien, f"(c)=0.

El teorema de la monotonia es util para analizar de forma analitica el comportamiento de una
funcién a partir de explorar la derivada de una funcién en distintos intervalos. En dichos intervalos
se puede identificar si la funcién es creciente, decreciente o constante:

l.
2,
3.

Calcula la derivada de la funcion f{x).
Iguala la derivada a cero ( f'(x) = 0) y resuelve la ecuacién para encontrar los valores criticos.
Usa los valores criticos obtenidos para dividir el dominio de la funcion en intervalos.

Escoge un valor o ntimero de prueba x dentro de cada intervalo y sustituye ese valor en f"(x).
Esto te permitira identificar el signo de la derivada en ese intervalo:

* Si f'(x) >0 en un intervalo, la funcién es creciente en ese intervalo.
* Si f'(x) <0 en un intervalo, la funcién es decreciente en ese intervalo.

Con los signos de la derivada (+ o —) en cada intervalo, determina los intervalos donde la
funcién es creciente o decreciente.

~ Ejemplo formativo 10.1

L

Determina los intervalos en donde la funciéon fix) = x* — 3x* + 4 es creciente o decreciente
mediante el teorema de la monotonia.

Resolucion

Paso 1. Deriva f(x), f'(x) =3x" - 6x.

Paso 2. Iguala la derivada a cero y resuelve la ecuacion.
f()=0=232-6r=0=23x(x-2)=0=3x=00x-2=0=x=00x=2
Los valores criticossonx =0y x=2

Paso 3. Divide el dominio de la funcién en intervalos: (-, 0), (0, 2) v (2. +x0).
Paso 4. Elige un valor de prueba en cada intervalo y evalua la derivada.
Valores de prueba: vy =-1 € (-0, 0). x=1€ (0, 2) yx=3 € (2, +»).

Derivada de f f'(x) = 3x? — 6x.

Signo de f+ Signo de f'- Signo de f"+
L) =3P -6(-1)  f(1)=3(1y -6(1) J(3)=3(3) —6(3)
Si(-1)=3+6 f(l)y=3-6 f(3)=27-18
f(-1)=9>0 fl)y=-3<0 (3)=9>0
B ! | &=
0 2 +00

~%® fix) es creciente Jf(x) es decreciente Jix) es creciente

El proceso anterior lo podemos resumir en la siguiente tabla:
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Intervalo de prueba Valor de prueba Signo f7 Monotonia de f
(-2, 0) i x=-1 | JE=9>0 Creciente
(0,2) ' x=1 f)=—3<0 Decreciente
(2, +) . x=3 f(3)=9>0 Creciente

Paso 5. Concluye sobre los mtervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
Concluimos que f{x) = x* — 3x? + 4 es creciente en (-0, 0), es decreciente en (0, 2) y creciente

en (0, +o).

_Actividad formativa 10.1

. Determina los intervalos en donde cada una de las siguientes funciones es creciente o

decreciente mediante el teorema de la monotonia.

c) flx)==*+3x-4

a) flx) = 2x—x? b) x)=x3 - 332
d)g(x)=x-6x>+9x -3 e) ix)=—x'+6x1-3
Maximao y minimo de una funcion v A
et

Conocer los intervalos en los que una funcién es crecien-
te y aquellos en los que es decreciente permite identificar
los puntos en los que la funcién cambia de creciente a de-
creciente o viceversa. Estos puntos de cambio se conocen
como extremos locales (maximo y minimo). Los extremos
relativos ocurren tinicamente en los valores de x que son
valores criticos; es decir, aquellos valores en los que la de-
rivada es cero o no esta definida.

Un méiximo relativo o local de una funcion f{x) es un
punto Ple. fle)) de flx). tal que fic) = flx) para todo x al-
rededor (izquierda y derecha) de ¢. En la Figura 10.3 se
presenta un maximo relativo cuando una funcion deja de
crecer y empieza a decrecer.

Un minimo relativo o local de una funcion f{x) es un
punto Pe, fle)) de f(x), tal que f{c) < flx) para todo x al-
rededor (i1zquierda y derecha) de ¢. En la Figura 10.4 se
presenta un mimmo relativo cuando una funcion deja de
decrecer y empieza a crecer.

Maximo relativo
(. fle))

0

] ¢ )=

Figura 10.3. Maximo local.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

flert

=
- f"‘*-

(c.fle))
Minimo relativo

Figura 10.4. Minimo local.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

A continuacién, conectamos un valor minimo relativo o un valor maximo relativo de una funcion

con el cambio de signo (+ o —) de la primera derivada.

Derivada de f

Signo de f*

Grifica Extremos Nimero de
L locales prucha cerca de »
Jiy=x2+1 |

vA

f{0)=1esunva-
lor minimo rela-
tivoenxy=0. 1

-
X

i
j?“
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[ x)=2x

[ =2(-)=-2<0

f'=201)=2>0




Slx)=—x+2x+] 0 [(0)==2(0)+2=2>0

347

27 fil)= 2 esun va-
};_/-\ lor maximo rela- R i) =—2v+2 N—
< . . tivoenx=1 - f(2)==20+2=2<
"l/ﬂ__ 1 2 \31’

—1Y

De lo anterior, observamos que cuando el valor de f"(x) de ser menor que cero ( f"(x) < 0) pasa
a ser mayor que cero ( f"(x) > 0) tenemos un valor minimo relativo. Y que cuando el valor de f"(x)
de ser mayor que cero ( f'(x) > 0) pasa a ser menor que cero ( f'(x) < 0) tenemos un valor maximo
relativo. Con base en esto establecemos el criterio de la primera derivada para determinar de forma
analitica los extremos relativos de una funcién.

Criterio de la primera derivada para valores extremos relativos

Sif'(c)>0 alaizquerda de c y f'(¢) < 0 a la derecha de ¢, entonces la funcion tiene un maximo
relativo en ¢ y es f{e).

Sif'(c) < 0 a la izquierda de c y f(¢) > 0 a la derecha de c, entonces la funcion tiene un minimo
relativo en ¢ yEﬂc].

Ejemplo formativo 10.2

l. Determina los maximos relativos y mimimos relativos de la funcion fix) = x — 3x? + 4.

Resolucion
Retomamos la tabla del paso 4 del Ejemplo formativo 10.1.

' | Intervalo de prueba Valor de prueba _ Signo de [ | Monotonia
(-, 0) x=-] f{-H=9>0 : Creciente

(0. 2) x=1 Si(N==3<0 | Decreciente
{i. +35] x=3 -;f'.f.?n] =9>0 | Creciente

Con base a los resultados de la tabla anterior, concluye sobre los valores extremos relativos.
De acuerdo con los resultados de la tabla:
« En, x =0, f{x) tiene un valor maximo relativo y es
fl0)= (0P —3(0+4=0-0+4=4,
* Enx =2, f(x) tiene un valor minimo relativo y es
J2)=(2P-3(2P+4=8_-12+4=0.

Otro criterio que puedes usar para determinar los valores extremos relativos es el criterio de la
segunda derivada.

Criterio de la segunda derivada para valores extremos relativos

Sif"(c) =0y f"(c) < 0 entonces la funcién f"alcanza un maximo relativo en el valor critico ¢.
Stf"(c) =0y f(c) = 0 entonces la funcién falcanza un minimo relativo en el valor critico c.

Para profundizar sobre el calculo de maximos v minimos, consulta los videos en los codigos
QR 10.1 y QR 10.2 de la siguiente pagina.
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QR 10,1, Video del profe
Alex, maximos ¥ minimos
de una funcion | ejemplo 1.
(Parzibyte, 2025).

QR 102.Video del profe
Alex. maximos y minimos
de una funcion | ejemplo 2.
(Parzibyte, 2025),

Actividad formativa 102

. Para las siguientes funciones determina los maximos y minimos usando el criterio de la
primera derivada para valores extremos.

b) h(x) =x* — 3x°
d) glx)=x*-6x"+9x -3

a) flx)=2x—x*
c) fix)==2+3x -4
e)hx)=-=x+6x1-3

Concavidad y puntos de inflexion

Cuando la derivada f7(x) es creciente al movemos de izquierda a derecha (es decir, cuando la pen-
diente de la recta tangente aumenta), la grafica de la funcion se curva hacia arriba, como se muestra
en la Figura 10.5. En este caso, decimos que la funcién es concava hacia arriba.

i v4 fx)=0
A g il =
Cébncava hacia
p arriba 0
(x) = S(x)=0 _ ] fx)<0
Concava hacia
abajo
Sx)=0
F . Bt
0 l-'E 0 X

Figura 10.6. Funcidn concava hacia abajo.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 20213).

Figura 10,5, Funcion concava hacia arriba,
Fuente; Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Y cuando la derivada f'(x) es decreciente al movernos de 1zquierda a derecha (es decir, cuando
la pendiente de la recta tangente disminuye), la grifica de la funcién se curva hacia abajo, como se
muestra en la Figura 10.6. En este caso, decimos que la funcién es concava hacia abajo.

A confinuacion, conectamos la concavidad de una funciéon con el signo (+ o —) de la segunda
derivada.

Grafica Concavidad de f _N“m{-m_ Valor de f'{x) = 2v Signe de f"(x) =2
de prueba .
Jix)=x>+1 _
; x=-1 Sl =2(-1)=-2 f"-1)=2>0
Concava hacia .

arriba en x=0 S10)=2(0)=0 fM0)=2=0
(—om, <o),

l: r=73 J(2)=2(2)=4 Mfi=2>0

Observa que la derivada de la funcién fix) = »* + 1 es f(x) = 2x, v al evaluarla en los niimeros de
prueba x =—1, 0, 2, el valor de f{x) va aumentando. En consecuencia, si el valor de /'(x) va aumen-
tando, la funcién f(x) es concava hacia arriba. Ademas, el signo de ["(x) es positivo (+).
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e : : . Numero Valor de
Grafica | Concavidad de f ; =

Si s f"(x)==2
de prueba Flx)y==2x+12 igno de f"(x)

=xi+2r+1
ﬂx‘* ¥ : : x=-3 fi=3)==-2(-3)+2=8 f(-3)=-2<0
3 -

) | |

1 Concava hacla x=-2 ,.""{—2] =-2(-2)+2=06 e-d)==2<0
l/- abajo en (—=, +x0).

— } ' s

-‘; L ] 1]
—1/[{_ 1 2 \3‘-"' x=2 f(2)=—2Q2)+2=-2 f(2)=-2<0
v

También observa, que la derivada de la funcion f(x) =—x*+ 2x + l es f '(x) =—2x + 2, al evaluarla
en los niimeros de prueba x = -3, -2, 2, el valor de f"(x) va disminuyendo. En consecuencia, st el
valor de f"(x) va decreciendo, la funcion f{x) es concava hacia abajo. Ademas, el signo de f"(x) es

negativo (—). Con base en esto establecemos el criterio de la segunda derivada para determinar
de forma analitica la concavidad de una funcion.

Criterio de la segunda derivada para la concavidad
S1/™(x) < 0 para todo x € (a, b) entonces la funcion fes concava hacia abajo en (a, b).
Si f"(x) > 0 para todo x € (a. b) entonces la funcion f'es concava hacia arriba en (a. b).

Un punio en el que la grafica de una funcion cambia de concavidad se llama punto de inflexion,

como se muestra en la Figura 10.7.
l‘l
Cd}ca\ra
hacig arriba

>
Congava Con
haciajabajo hacialabajo
Figura 10.7. Punto de inflexion.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Punto de inflexiéon

Si la grafica de fcambia de concavidad en x = ¢, con ¢ € (a, b), es decir, la grafica de fes concava
hacia abajo a un lado de ¢ y concava hacia arriba al otro lado o viceversa, entonces, el punto

P(c, f(c)) se llama punto de inflexion de f. |

Ejiemplo formativo 10.3

. Dada la funcion fix) =x° — 3x* + 4:

a) Determina los intervalos de concavidad mediante el criterio de la segunda derivada para la
concavidad.
b) Determina el punto de inflexion.
Resolucion

a) Determuina los intervalos de concavidad mediante el criterio de la segunda derivada para
la concavidad.
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Paso 1. Calcula f(x), f"(x) = 3x2 — 6x => f(x) = 6x — 6.

Paso 2. Determina los valores de x para los cuales f"(x) = 0.
JX)=0=26x-6=0=26r=6—>2>x=1

Paso 3. Establece los ntervalos de prueba utilizando el valor critico v = 1.
Los intervalos de prueba son: (-0, 1). (1, +uw0).

Paso 4. Determina el signo de f"(x) en cada intervalo.

Intervalo de prueba Valor de prueba L Signo de [ Concavidad de f
(=0, 1) x=0 ‘ 7(0)=6(0)—6=—-6<0| Concava hacia abajo
(1, +x0) X2 | FM2)=6(2)—6=6>0 Concava hacia arriba

De acuerdo con lo anterior, f{x) es concava hacia abajo en el intervalo (—c¢, 1) y céncava hacia
arriba en el ntervalo (1, +w).

b) Determina el punto de inflexion.

Dado que el sentido de la concavidad de la funcion f cambia alrededor de x = 1, podemos
afirmar que en x = | hay un punto de inflexion.

A =(1P-3(1p+4=1-3+4=2
El punto de mflexion es (1, 2).

Actividad formativa 1 D,_:I

|. Determina los intervalos de concavidad (usando el criterio de la segunda derivada para la
concavidad) v puntos de inflexion (si existen) de las siguientes funciones. Apoyate en el
codigo QR 10.3.

a) fix)=2x -2 e
b) Mx)=x - 3x2

c) filx)=—x3+3xr-4

d) g(x)=x-6x2+9x -3
e) hi(x)=—xt+6x2-3

QR 103, Video
concavidad y pun-
tos de inflexion
{Parzibyte, 2025),

Grafica de una funcion

Para trazar la grafica de una funcion debes analizar sus caracteristicas claves., ya que esto propor-
ciona una representacion visual precisa de su comportamiento. Este proceso incluye identificar los
valores criticos, aquellos puntos donde la derivada de la funcién es cero o no existe, y que pueden in-
dicar maximos o minimos relativos. Ademas, es necesario determinar los intervalos de crecimiento o
decrecimiento, que describen como varia la funcion en diferentes intervalos de su dominio. Los pun-
tos de inflexion. donde la concavidad de la funcion cambia, revelan informacion sobre la curvatura
de la grafica y ayudan a comprender mejor su forma general. Finalmente, analizar la concavidad te
permite identificar si la funcion es concava hacia arriba o hacia abajo en cada intervalo, proporcio-
nando una vision detallada que facilita el trazado de su grafica.

Para trazar la grifica de una funcién de manera precisa, debes seguir los siguientes pasos, que
umplican un analisis detallado de sus caracteristicas y comportamiento:

1. Encuentra los valores criticos.
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2. Deternuna los intervalos de crecimiento.

3. Encuentra los puntos de inflexion.

4. Analiza los intervalos de concavidad.

5. Combina la informacion para trazar la grafica.

Ejiemplo formativo 10.4 -:i

l. Traza la griafica de la funcién f(x) = x* — 3x* + 4 ' F
considerando los walores criticos. intervalos de 4
crecimiento o decrecimiento, puntos de inflexion y A ﬁ
concavidad. / " \ /

Resolucion . \

Paso 1. Los valores criticos de f(x) =x -3 +4sonx=0y / Z /

x=2. : \/

Paso 2. La funcién flx) = x* — 3x* + 4 es creciente en (-0, 0), i 1 1 |2 3

es decreciente en (0, 2) y creciente en (0, +xc).

Paso 3. La funciéon f(x) = x* — 3x? + 4 tiene un punto de
inflexion en (1, 2).

Paso 4. La funcién f{x) = ¥* — 3x> + 4 es concava hacia abajo en el intervalo (—c, 1); y céncava
hacia abajo en el intervalo (1, +0).

Paso 5. Grafica la funcion fix) =x* - 3x’ + 4. La gréfica resultante se muestra a la derecha.

Actividad formativa 1 D.d_

l. Traza la grafica de las siguientes funciones considerando los valores criticos, intervalos de
crecimiento o decrecimiento, extremos locales, puntos de inflexion y concavidad.

a) flx)=2x—x’

b) hi(x)=x"—3x?

¢) fix)=—x'+3x-4

d) gix)=x—6x"+9x—3
e) h(x)=—x'+6x'—3

&30 EVALUACION FORMATIVA 10.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

l. Traza la grifica de las siguientes funciones considerando los valores criticos, intervalos
de crecimiento o decrecimiento, extremos locales, punios de inflexién y concavidad.

a) filx)=x+3x"-2
b) glx)=—=x*+4x*+2

€) hix)=3x-5x-1

T T T L r L T T T R T T LT
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Autoevaluacion y coevaluacion 10.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 10. Responde con honestidad a la evaluacion de
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En
Desempenio dtpll':;!ﬂﬁﬂ Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis

compaiieros.

Comprobé el cilculo de los valores extremos relativos mediante el
criterio de la primera derivada para valores extremos. (M3-C1)

Argumenté sobre la aplicacion del criterio de la segunda derivada
para analizar la concavidad de una funcion. (M4-C2)

Socialicé con mis compaiieros de equipo el proceso para esbozar la
grafica de una funcion. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempenio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 10 v que responda con
honestidad la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio Fidlogra.  Bueno  Sobresaliente

Propicié un ¢lima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participd activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente a la refroalimentacion de dudas de sus

companeros.

Comprobo el calculo de los valores extremos relativos mediante el
criterio de la primera derivada para valores extremos. (M3-Cl)

Argumento sobre la aplicacion del criterio de la segunda derivada
para analizar la concavidad de una funcién. (M4-C2)

Socializo con mis compafieros de equipo el proceso para esbozar la
grafica de una funcion. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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Modelacion de funciones derivables
y problemas de optimizacion

Progresion de aprendizaje 11

Resuelve problemas de su entorno o de otras dreas del conocimiento empleando funciones y aplicando la deriva-
da (por ejemplo, problemas de optimizacion), organiza su procedimiento v lo somete a debate.

Metas de aprendizaje FIL O Bueno Sobresaliente
! delogro t

=
+
0
:
B
ED
=]
&
5
=]
2
g
g
(=8
a
P
g
=
@
g
o
7
Y
=

de situaciones, fenomenos o problemas propios de la mate-: C :  : 0
matica, de las ciencias o de su contexto. EH i :
A

M4-C3 Construye y plantea posibles soluciones a problemas |
de Areas de Conocimiento. Recursos Sociocognitivos, Re- 1
cursos Socioemocionales y de su entorno, empleando téenix (i Fersbre iy SR e

cas y lenguaje matematico. iH |
A

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas, descubrimien- 2o e . LR T
tos 0 procesos en la solucion de un problema tanto teérico - C -

(]

como de su entorno. S H
| EVALUACION DIAGNOSTICA 11.1

|. Relaciona cada funcién con su derivada.,
a) fix)=3x+6x-6 [ ] fllx)=6x-6x
b) fix)=2x3-3x2 [ ] fi(x)=6x+6
c) flx)=x%—6x [ ] flx)=6x"-6

2. Identifica si las siguientes propledades son falsas o verdaderas en correspondencia con la
grafica.

Ay Propiedades V|'F

Decreciente en v en (—e. 0) yen (2, +x)

Creciente en (0, 2)

J10) = 4 es un valor maximo local en x = 0.

J12) =0 es un valor minimo local enx = 2.

J
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En el ambito del calculo diferencial, la derivada se posiciona como una herramienta clave para el
analisis y resolucion de problemas en los que se busca determinar valores optimos, ya sean maximos
0 minimos de una funciéon que modela una situacion especifica.

Por ejemplo, un estudiante tiene un rectangulo de cartulina cuya area es 24 cm® y quiere hacer
una caja sin tapa cortando cuadrados en las esquinas y doblando los lados. ; Qué altura debe dar a la
caja para obtener el volumen maximo?

Estos problemas, son conocidos como problemas de optunizacién, se presentan de manera recu-
rrente en diversas disciplinas, como la fisica, la economia, la biologia y la ingenieria, por mencionar
algunas.

¢Has escuchado la palabra optimizar? ; A qué hace referencia la optimizaciéon? Optimizar signifi-
ca encontrar la mejor solucién posible a un problema determinado, considerando ciertas condiciones
o restricciones. En términos matemdticos, implica identificar los valores que hacen que una funcion
alcance su maximo o minumo, dependiendo del contexto del problema. Estos extremos representan,
respectivamente, el mejor resultado que maximiza un beneficio o el que minimiza un costo, un es-
fuerzo o un error,

El proceso de optimizacion se fundamenta en analizar como varia una funcion en relacion con sus
variables. Aqui, la derivada juega un papel importante en este andlisis, al 1dentificar los valores criti-
cos donde la funcion puede tener un valor maximo o un valor minimo. A partir de técnicas analiticas
para valores extremos, como el criterio de la primera derivada o el criterio de la segunda derivada.
es posible discernir cudl es la naturaleza de estos valores criticos.

Para optimizar una funcién hay que seguir un conjunto de pasos estructurados para determi-
nar los valores criticos de la varnable en el que la funcién presenta un maximo o un minimo. Este
procedimiento puede adaptarse a diferentes situaciones y restricciones, pero en general incluye las
siguientes etapas:

1. Plantea la funcion que se desea maximizar o minimuzar en términos de variables especificas.
. Calcula la derivada de la funcion definida en el paso 1.

. Encuentra los valores criticos.

. Determuna si los valores criticos son maximos o minimos.

Plantea tu conclusion.

oA W

Recuerda que la derivada de una funcion brinda informacién que pernmute identificar los valores
criticos mediante la 1gualacion a cero de la derivada de la funcion. Para establecer si en dichos valo-
res hay un maximo o minimo puedes usar uno de los siguientes criterios.

| Criterio de la primera derivada para valores extremos. | Criterio de la sepunda derivada para valores extremos. |

Hay un maximo relativo en ¢ y es f(¢)

Sif(c) = 0 alaizquierda de ¢

Sifilc)=0y Mc)<0
v f"(c) < 0 aladerechadec fle)y=0y fMc)

Hay un minimo relativo en ¢ v es flc)

Sif'(¢) = 0 alaizquierda de ¢

S. s D ’ }ﬂ
vf'(c)> 0 aladerechadec L f'(e) y ()
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Codige QR 1.1
Video 2 del profe
Alex,  optimiza-
cion. (Parzibvte.
2025),

Problemas de optimizacién de area

Cuando hacemos referencia a un drea maxima o minima, nos
referimos a la busqueda de las dimensiones que nos darian el
area mas grande o pequefia de cierta figura geométrica bajo
ciertas circunstancias.

Por ejemplo, en la Figura 11.1 observa dos rectangulos cuyo perimetro es el mismo, pero el area
es diferente. Un ejemplo lo puedes ver en el video del codigo QR 11.1

14 ¢m?

=
5 cem|20 cm? i

“4cm 2Zem
Figura 111 Rectangulos con perimetros iguales y dreas diferentes.
Fuenre: Elaboracion propia (Word, 2025),

Ejemplo formativo 11.1

1. Entuescuela se va a asignar un area rectangular para el jardin, como en la figura de la derecha,
considerando que el jardin quedara pegado a la barda de la escuela v que disponen de 16 m
de valla para cercar los otros tres lados del jardin, determina las medidas que te brindaran una
mayor superficie de jardin,

Resolucion

Paso 1. Quieres hallar la maxima superficie posible sujeta a la condicién de que el total
de alambrado disponible para tres lados es 16 m. -g 13
Sea v el largo y x el ancho del jardin. i

Segun la figura del area del jardin, la cantidad total de alambrado a utilizar es 2x + .
Por lo tanto, la ecuacion de restriccion es 2x +y = 16,

“

Resuelve esta ecuacion para y, obtienes y = 16 — 2x.

Asi, puedes escribir el area como A(x)=x . y=x(16 — 2x) = 16x — 2v°,

Paso 2. Deriva la funcion A(x), A'(x) =16 — 4x.

Paso 3. Para encontrar e] valor critico, 1guala a cero .4'(x) y resuelve la ecuacion

I6—dx=0="dx=16=>x=16/d =>x=4

Por lo tanto, el valor critico es x = 4.

Paso 4.

Utilizando el criterio de la primera derivada,

Los intervalos de prueba son (—o0, 4) y (4, +o0).

Elige los valores de prueba x = 3 y x = 3, sustifiiyelos en 4'(x) y calcula
A(3)=16-4(3)=16-12=4
A'(5)=16—-4(5)=16-20=-4

Como A'(3) >0 y A'(5) < 0, tienes un valor maximo relativo en x = 4, que es

A(4) = 16(4) — 2(4)° = 32.

Pensamiento Matematicolll | 1113



Utilizando el criterio de la segunda derivada.
Calcula la segunda derivada de la funcion A(x), 4 (x) = —4.

Evalia A {x) en el valor critico x =4, 4 (4) = -4 < 0, por lo que tienes maximo relativo en x = 4,
que es A(4) = 16(4) — 2(4)" = 32.

Paso 5. Para obtener la otra medida del jardin sustituye x = 4 en la ecuacion vy = 16 — 2,
vy=16-2(4)=16-8=8

Por lo tanto, las medidas del jardin son de 4 m por 8 m que dan un drea maxima de 32 m’.

Ejemplo formativo 11.2

1. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada y cuya capacidad
es de 8 m’. Determina las dimensiones de la caja para que la superficie :
exterior sea minima.

Resolucion
Paso 1. Como la base es cuadrada, las medidas de la base son iguales.

Sea y la altura del prisma y x el lado del cuadrado de la base.

El volumen de la caja estaria dado por F=x.x.y !

V=x

Considerando que el volumen es 8 m® y despejando la variable v tienes

Yy=8 = ]?=E.

La funcién a minimizar es la de la superficie, para ello. analiza las superficies de las caras de la
caja.

La cara de arriba y de abajo son iguales y su superficie esta dada por §_ = x7,

Las caras laterales son iguales y su superficie estd dada por S, = x.

Considerando que son 4 caras laterales, una cara arriba y una cara abajo, la superficie total es
S§=2¢>+4xy

- 8 - : :
Sustituyendo v = - en la ecuaciodn anterior obtienes

Sw=22+4(%) = Sm=20+2 = sr)-2e+ 320

Paso 2. Deriva la funcion S(x), S'(x) = 4x — 32x2,

Paso 3. Para encontrar el valor critico, iguala a cero S'(x) y resuelve la ecuacién

4x—302=0 = 4_1:.-%;-1:0 — 483=32 = .rs=i__§ —SypP=8 >x=2

Por lo tanto. el valor criticoes x = 2,

Paso 4. Calcula la segunda derivada de la funeién S(x).

: 64
S"x)=4+=

. 64
Evalua la segunda derivada en el valor criticox =2, §"(2) =4+ 55 =12>0porloque enx =2
tienes un valor minimo que es S(2) = 2(2) +32(2)' =8 + 16 = 24,
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A . &
Paso 5. Para encontrar la altura de la caja sustituye el valor encontrado, x=2, eny = .
8
=2

-1? —

b
(]

Por lo tanto, para que la superficie exterior de la caja sea minima esta debe ser un cubo con medida
- de 2 mde lado.

Actividad formativa 11.1

l. Disponemos de una barmra de aluminio de 8 metros para construir una porteria de futbol. Si
queremos que el drea de la porteria sea maxima, jcuanio deben medir los postes y el larguero?

b

Un granjero tiene gallinas y pollitos que quiere separar, para ello utiliza 200 metros de cerca.
Los corrales quiere hacerlos rectangulares, iguales y contiguos, es decir, que compartan un
lado de la cerca. Determina las dimensiones de los corrales para que el area cercada sea
maxima.

3. Encuentra las dimensiones del rectangulo con el area maxima posible que esta delimitado por
la curva parabdlica y=9 —x? y el eje x.

Prablemas de optimizacion de volumen .

Codigo QR 11.2. Video 4
del profe Alex, optimiza-
cidn (Parzibyte, 2025),

Trabajar con el volumen maximo o minimo de un objeto es
muy semejante al calculo del area méaxima o minima de un
objeto, las diferencias radican en las dimensiones del espacio
considerado, como se muestra en el video del codigo QR 11.2.

Ejemplo formativo 11.3

l. Un restaurante de tu localidad quiere vender conos con alitas, boneless. aros de cebolla y
papas. Si los conos tienen una generatriz de 21 cm., jqué altura y radio deben tener para
maximizar su volumen?

Resolucion
Paso 1. El volumen de un cono esta dado por
po I *h
3

S1 observas la figura de la derecha, puedes ver que en el cono la generatriz,
la altura y el radio forman un triangulo rectingulo, por lo tanto

i 4ri=g?
Despeja r2 y sustituye el valor de la generatriz para obtener
rr=21"-R=441 -J¢

Sustituye - en la ecuacion del volumen.

V- n(441 — )k

3
Resuelve las operaciones correspondientes para obtener la ecuacion del volumen en funcion de /.

Wh) = 147xh — -i— ah?
Paso 2. Deriva la funcion F(h), V'(h) = 1477 — 7h’.
Paso 3. Para encontrar el valor critico, iguala a cero V(i) y resuelve la ecuacion.
Wiz—all=0 = at=Wr = K=47 = h=:Vl47
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Dado que la altura debe ser mayor que cero, entonces /i = V147,
Por lo tanto, tienes el valor critico /i = V147,
Paso 4. Calcula la segunda derivada de la funcién F{1).
V'(h)y=—-2xh
Evalua la segunda derivada en el valor critico.
"(v147) = —27V147 < 0, por lo que la funcién F{/) tiene un méaximo.

Paso 5. Para que el volumen sea maximo la altura debe ser de V147 em. Luego, para determinar el
radio sustituye el valor de la altura y despeja r en la siguiente ecuacion 1 = 441 — Ji°, para obtener

2 =441 —(N147Y = 441 — 147 = 294 = r =294

Por lo tanto, para que el volumen del cono sea méximo el radio debe de ser de v294 = 17.15cm y
. la altura de V147 = 10.82 cm.

Actividad formativa 112

. Tu maestro de Pensamiento Matematico III les entregé por equipo un pedazo de cartulina de
20 cm x 20 cm para que armen una caja sin tapadera. cortando cuadros en las esquinas para
poder armar la caja, les dijo que el equipo que armara la caja de mayor volumen tendria un
punto extra en el examen. ;Qué medida tendria tu caja para poder obtener el punto extra?

b3

Una compaiiia de sopas quiere crear una lata cilindrica con un area de superficie de 487
pulgadas cuadradas. Encuentra las dimensiones que maximicen el volumen de la lata.

&200 EvaLuACION FURMATIU& %%

..................................................................................................................

1. Delermina dos niimeros que sumadns den como resultado 60 y su producto sea maximo.
2. Obtén las dimensiones del mayor rectangulo cuyo perimetro es 20 metros.

3. Demuestra que toda parabola v = ax? + bx + ¢ (con @ # 0) tiene un maximo o un minimo
absoluto y que su vértice se encuentra en el punto (— ,f’—ﬂ c— %)

4. En una fabrica de refrescos se quieren elaborar latas cilindricas para vender refrescos de
250 ml (250 em?). ;Qué altura y que radio deben tener las latas para que el material utilizado

sea minimo?

Lh

Pedro quiere construir una caja de base rectangular a partir de una hoja de PVC de 24 por
9 pulgadas. Corta en cada esquina cuadrados para poder doblar los lados. Determina el
volumen méximo con el que puede fabricar su caja.

6. Un estudiante tiene una cartulina cuadrada cuya drea es 24 cm?® y quiere hacer una caja sin tapa
cortando cuadrados en las esquinas v doblando los lados. ;Qué altura debe dar a la caja para
obtener el volumen méximo?

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 11.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

MNombre: Plantel: Grupa: Turno:

| Autoevaluacion para el aprendizaje

' Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 11. Responde con honestidad a la evaluacion de |
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio Ednepm“ Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

Participe activamente con ideas parm la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
COmpaneros.

| Argumenté sobre la practicidad del criterio de la segunda derivada.
(M4-C2)

Planteé soluciones a problemas de optimizacion usando el criterio de
' la primera derivada. (M4-C3)

Socialicé con mis compaiieros de equipo el procedimiento para resol-
| ver optimizar una funcion. (M2-C4)

| LCoevaluacian para el aprendizaje

" Solicitaa un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 11 y que responda con
honestidad la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion,

En proceso
Desempetio o R Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaineros.

Participo activamente con ideas para |la toma razonada de decisiones.

| Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Argumentd sobre la practicidad del criterio de la segunda derivada
para valores extremos. (M4-C2)

Planted soluciones a problemas de optimizacion usando el criterio de
la primera derivada. (M4-C3)

Socializo con mis compaiieros de equipo el procedimiento para resol-
ver optimizar una funcion. (M2-C4)

MNombre y firma de quien coevalia
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Grafica de funciones
logaritmicas y exponenciales

Progresion de aprendizaje 12

Examina la grafica de funciones logaritmicas con diferentes bases y las grificas de las funciones exponenciales
para descnbirlas y realizar afirmaciones sobre el significado de que la funcion exponencial v logaritmicas de base
“a" sean funciones inversas entre si.

Metas de aprendizaje Bueno Sobresaliente

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afimma- A
ciones para organizarlos en formas l:}glcﬂsc. """"""""""""""""
utiles en la solucion de problemas y explica- .0 frriesesannsesmsssinss s e Eeininaninsssiensesnissiaseinans

cion de situaciones v fenomenos. iH
A

M2-C3 Construye un modelo matematico, : A : ;
identificando las variables de interés, com la i i e e o
finalidad de explicar una situacién o fend-: C |
meno y/o resolver un problema tanto tedricg i i B e e T s et
como de su entorno. :H : E :

| EVALUACION DIAGNOSTICA 12.1

l. Selecciona la respuesta correcta.

1. Sia™.a"=a"", entonces @ - @° es igual a:

a) &’ b) a* c) at d) a—
1. Si(a")' =am, entonces (a°)° es igual a:

a) a? b) a'* c) a® d) a2
1, Si % = ™", entonces g—i es igual a:

a)e b) a'* ¢) af d) a=
1v. El valor del exponente de la siguiente expresion 2- = 8§ es:

a)2 b) 3 c)4 d) s
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2. Completa las siguientes expresiones:

a) Si f'(x) < 0 para toda x € (a, b), entonces fes en (a, b).
b) Si f(x) = 0 para toda x € (a, b), entonces fes en (a, b).
¢) St f"(x) > 0 para todo x € (a. b) entonces la funcién [ es en (a, b).
3. La derivada de la funcion f(x) = e" In v es:
a) f'(x)=e"Inx b) f'(x) = % c) f'(x)=e" [h:l x +é)

nun laboratorio se estudia el crecimiento de un tipo de bacteria y se observa que pasado 1 minuto
la bacteria se dividio en dos bacterias, pasados 2 minutos, estas se dividieron y dieron lugar a 4,
pasados 3 minutos hay 8, pasados 4 minutos hay 16 bacterias y asi sucesivamente.

Analiza la siguiente tabla.

i Valor de x fix)=x Jix)=2

| ! !

| 2 4 4 ) :

| 5 ¢(Cual de las dos funciones
L que aparecen en la tabla a
! 4 16 16 la 1izquierda te permite mo-
| 5 25 32 delar matematicamente el
| 6 36 64 crecimiento de la bacteria
| - 19 128 que se estudia en el labo-
L — ratorio?

| 8 64 256

| 9 81 512

| 10 100 1024

Observa que, a medida que el tiempo aumenta, también lo hace el nimero de descendientes.
Cuando la variable esta en el exponente, un pequefio cambio en la variable independiente provoca
un cambio significativo en el valor de la funcion.

Una orgamizacion ambiental monitorea la salud de diversas especies de animales en un bosque
tropical. Uno de los indicadores clave que utiliza para evaluar el estado del ecosistema es la tasa de
crecimiento poblacional de ciertas especies.

La poblacion de una especie de aves en el bosque ha mostrado un crecimiento exponencial en
los tiltimos afios. Hace 5 afos, habia aproximadamente 500 individuos de esta especie. Sin embar-
go, debido a un aumento en la disponibilidad de recursos y una disminucion de sus depredadores,
la tasa de crecimiento anual se ha mantenido en un 12%. ;Qué significan los resultados obtenidos
en el contexto del ecosistema? ;Qué implicaciones podria tener un crecimiento tan rapido para el
equilibrio del bosque?

Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales modelan diversas situaciones del mundo real en las que las cantida-
des aumentan o disminuyen en una proporcion relativa a la cantidad presente. Ejemplos de esto
incluyen el crecimiento poblacional a lo largo del tiempo vy la depreciacion del valor de un bien.
Al igual que las funciones cuadraticas, las funciones exponenciales tienen una tasa de cambio que
no es constante, sino variable. En el crecimiento exponencial, la tasa de cambio aumenta con el
liempo, mientras que, en el decrecimiento exponencial, la tasa de cambio disminuye con el tiempo.
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Definicion de la funcion exponencial

La funcion exponencial con base a e intercepto con el eje v en (0, b) se define para todos
los niimeros reales x por

flx)= ba*

dondea>0ya#l.

a > 0 porque, si @ = 0, entonces, @ = 0° no esta definido.
a # 1, porque f{1) = 1" =1 es una funcion constante, para todo x € R.

Grafica de la funcion fix) = «

fix)=a',a>1 flx)=a",0<a<l
Vi Vi

6+
44
2.4
- —"“‘:’/ el - .
-2 0 ¥ 2 x x
Figura 12.1. Grafica de la funcion fix) = a.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
Caracteristicas de |las funciones exponenciales
| Caracteristicas J(x)= l'; ¢;1 i :»_I _|_f{Tj =n'_‘. ;1 ﬁ_::; 1
. Dominio XeR YER
Rango fix) e (0, x) _ Slx) e (0, x)
- Contimuidad Continua Continua
Concavidad Hacia arriba Hacia arriba
: Monotonia Creciente | Decreciente
. Maximos y minimos relativos No tiene No tiene
' Intercepcion conel gje ¥ No tiene No tiene
I Intercepcion conel gje y (0. 1) (0,1)
 Asintotas Ejex (rectay =0) Eje x (recta y=10)
' Simetria No tiene _ No tiene

Cuando a = e, la funcién fix)=e' y se le llama exponencial natural, donde e es el nimero de Eu-

ler o constante de Napier, el cual como ya aprendiste es un nimero wrracional y su valor aproximado
es 2.71828.
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_ Ejemplo formativo 1 EJ!

1. Utiliza los criterios que aprendiste en la progresion 10 para analizar lamonotonia, la concavidad
y la existencia de extremos de la funcion f(x) = @'. Compara los resultados con la informacion
obtenida de la grafica.

Resolucion
Para analizar la monotonia utiliza el teorema estudiado. Calcula la primera derivada v analiza su

sSigno.

Sif(x) = @, entonces ["(x)=a* Ina,sia>1=Ina>0=f"(x) >0 = la funcién es creciente y si
O<a<l=Iha<0=f"(x)<0.La funcion es decreciente.

Para analizar la existencia de extremos toma en cuenta que no hay cambio en el signo de la deri-
vada, la funcién para @ > | es siempre creciente y para 0 < ¢ <1 es siempre decreciente. Por tanto,
la funcién no tiene maximos, ni Minimos.

Para analizar la concavidad utiliza el criterio de la segunda derivada.

fx)=(a"Ina) =(a"YIna+a (lna) =(a"Ina)lna=a"In*a > 0. La funcién es céncava hacia
arriba para cualquier a > 0.

Estos resultados coinciden con los obtenidos de la observacion de las graficas de la Figura 12.1.

Ejempln formativo 12.2

l. En lafiguraala derecha se muestran las graficas de las funciones . Sx) = 10*
glx) = e, fix) = 10", hix)=T" Analiza sus graficas y compara 23 4

sus comportamientos. | a4t
Resolucion l. 5] ;’
i §
Las gra{ﬂcas de las ﬁlnc:or}eg gx)=ey ﬂr} = 10" muestran el com- . {o(x) =&
portamiento y las caracteristicas de la funcion f(x) = a* con a > 1. 21
X 1
La gréfica de la funcién ix) =7" = (%] muestra el comportamiento 14
v las caracteristicas de la funcion f(x) = a*, con 0 <a <1. % i _{*(-"f} =
T o= o
Observa que las tres funciones comparten un punto en comun, el -1 o0y | ."-:h

(0, 1), y tienen caracteristicas similares, excepto la tltima funcion

que es decreciente. Al examinarlas detenidamente, comprobaras que

la funcién flx) = 10" crece mas rapidamente, que f{x) = ¢'. Esto significa que, a medida que la base
es mayor, la funcién aumenta con mayor rapidez.

Actividad formativa 12.1

O
1. Utiliza Geogebra o Desmos para graficarsobre el mismo el sistema de coordenadas ?
las funciones fix) = 2% gix) = (1/2)' v i(x) = 2"°, Analiza sus grificas y compara -2
sus comportamientos. Eenelen

No todos los graficos que parecen exponenciales lo son realmente. A veces, ciertas funciones
pueden parecer exponenciales a simple vista, pero tienen diferentes caracteristicas matematicas, por
lo que se debe comprobar que se basa en un modelo que muestra el mismo porcentaje de crecimiento
con cada aumento unitario de x.
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~ Ejemplo formativo 12.3

Tt
rf
<

1. Dado el grafico de la funcion, escribe su ecuacion
f(x) = b(a)'; donde b es el intercepto con el eje y.

==

Moo MDD Yn oo o

Resolucion

Para encontrar la ecuacion procede de la siguiente

I

I
=
“y

forma: f L
Paso 1. Identifica el punto de interseccion con el eje = *
v. La coordenada v de este punto es el valor de b.

Paso 2. Determina la base a. Para ello utiliza dos puntos del grafico, de ser posible con coordenadas
enteras.

Paso 3. Escribe la expresion con los valores obtenidos para a y b.

Elige la interseccion con el eje v del grafico, (0, 3), como primer punto. Asi, se tiene el valor ini-
cial, b = 3. A continuacion, elige un punto de la curva a cierta distancia de (0, 3) con coordenadas
enteras, por ejemplo, el punto (2, 12).

Escribe la forma de la funcién exponencial y = ba’
Sustituye el valor mnicial 3 por b y=3a"
Sustituye el punto (2, 12) 12 = 3a?

Divide entre 3 la ecuacion y resuelve la ecuacion resultante
4=a> = a=+4 =2 dado quea > 0, se tiene que a = 2.

Sustituye @ y b en la ecuacion de la funcién exponencial f{x) = b(a). Finalmente se obtiene:

Jx)=32¥:

Actividad formativa 12.2 B Lo
e — e — LETS LT

1. Dado el grafico de la funcion que se muestra a la derecha. 7

escribe su ecuacion f(x) = b(a)"; donde b es el intercepto ]

con el eje y. dﬂ,a'r}'f

/]
/

- -

Cuando estamos en presencia de procesos de crecimiento
exponencial se pueden distinguir dos modelos de crecimiento.

* DModelo de crecimiento discreto: se utiliza cuando el crecimiento ocurre en intervalos espe-
cificos y definidos. como al final de cada mes o afio. La formula es: P(f) = Py(1 + 7).

* Modelo de crecimiento continuo: se utiliza cuando el crecimiento ocurre de manera conti-
nua a lo largo del tiempo, como en procesos biologicos o demogréficos. La formula es:
P(r) =P

Siuna funcion exponencial creciente tiene una tasa de crecimiento de r% cada afio, en el modelo
de crecimiento discreto. el factor de se obtiene sumando una unidad a esta tasa anual. Similarmente,
s1 la funcidn es decreciente, el factor se obtiene restando esa tasa de la unidad.
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Es decir:

Factor de cambio = | + r, st la funcion es creciente.

Factor de cambio = 1 — 1, 51 la funcion es decreciente.

De aqui se tienen las formulas de crecimiento y decrecimiento exponencial:

P(ty=P(1+7) y P(t)=Py(1—r)

Retomemos el tema que estudia la organizacion ambiental sobre el crecimiento de aves en el
bosque tropical. En este caso, vamos a ufilizar el modelo de crecimiento continuo.

Ejemplo formativo 12.4

l.

La poblacién de una especie de aves en el bosque ha mostrado un crecimiento exponencial
en los tltimos afios. Hace 5 afios, habia aproximadamente 500 individuos de esta especie.
Sin embargo, debido a un aumento en la disponibihdad de recursos y una disminucién de sus
depredadores, la tasa de crecimiento anual se ha mantenido de forma continua en un 12%. La
organizacion quiere calcular qué poblacion hay en la actualidad.

Resolucion

Para resolver este problema utiliza la formula del crecimiento exponencial

P(t)=P,e", donde:

P(r) es la poblacion en el tiempo 7 v, segun los datos del problema:
P, es la poblacion inicial. P, =500 individuos hace 5 afios
r es la tasa de crecimiento. r=12%=0.12

i es el tiempo en afos. =3 aiios

Por tanto,

P(1) = 50060
P(5) = 50015 = 50020
P(5)=500 - 1.8221 = 91105

La poblacién de esta especie, después de 5 afios serd aproximadamente de 991 aves.

Actividad formativa 12.3

L,

'I:-.l

El nimero de bacterias de un cultivo aumenta 10% por minuto. Si inicialmente hay 1.000
bacterias, plantea una formula que permita determinar el nimero de bacterias B en funcion del
tiempo.

;Cuantas habra luego de tres minutos?

El censo 2020 muestra que cierta region tiene una poblacién de 40,000 personas. Cientificos
sociales predicen que esta region experimentara una tasa de crecimiento del 5.5% al afio.
Sea P la funcion tal que P(t) es la poblacion predicha para esta region.

Determina la férmula para esta funcion, y, encuentra la poblacién que habra en 2030 si la
tasa de crecimiento no cambia.
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Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas tienen numerosas aplicaciones, mcluyendo su uso en ciencias expe-
rimentales, ingenieria, economia y musica. Un logaritmo es el exponente al que debes elevar un
numero (la base) para obtener otro niumero determinado. Por ejemplo:

Si tienes la igualdad 2° = 8, esto significa que 2 elevado al exponente 3 es 1gual a 8. En este caso,
el logaritmo en base 2 de 8 es 3.

Se escribe: log, 8 = 3.

De forma general, si b > 0, el logaritmo con base @ del nimero b es otro ntimero real & que cum-
ple: a*=b. Es deair,

| log, b=ksiysélosia=b )
Para muchos calculos y aplicaciones se identifican dos logaritmos especiales.

1. Cuando la base a = e. Este se llama logaritmo natural o neperiano y se representa como
log, x=Inx.

2. Cuando la base a = 10. Este se llama logaritmo decimal y se representa como log, ,x=logx
(se omite la base).

Propiedades de los logaritmos

l. log,1=0 2.log,a=1
3. log. a"=x 4 a%t=x
5. log, (4-B)=log,4+log, B 6. log, (%) =log, 4—log, B

7. log, A"=nlog, A

Definicion de la funcion logaritmica

Sea a un nimero positivo con a # 1. La funcion logaritmica con base a, denotada por log,, se
define como
flx)=log x=y < a'=x

Asi, log, x es el exponente al que se debe elevar la base a para obtener x.

La grafica de la funcion logaritmica depende del valor del nimero a.

fix)=log x,a>1 fixy=log, x,0<a<l

Vi E A

*ﬂ {1 .; ) ﬂl\‘?

Y Y
Figura 12.2. Grahica de la tuncion fix) = log, x.
Fuente; Elaboracion propia (Desmos. 2023).

| 1 2 4 Grafica de funciones ;'Iljf-ll'-‘ffﬁ'lll". 15 Y EXpONBNCIass



Caracteristicas de las funciones logaritmicas

! Caracteristicas Jix)=log_x,cona =1 | Six)= I“Er_. x,confD<=a=<i
' Dominio x (0, o) xe(0, %)

Rango S en fx) e R

| Continuidad Continua Contimua

| Cnn_é a‘_vrd_ aa Hacia -a_b_é 1O Ha-:_i; _aiEiEa

| Monotonia Creciente Decreciente
Méximos y minimos relativos No tiene No tiene
Intercepcion con el eje x (1. 0) (1,0)

| Intercepcion con el eje v No tiene No tiene

| Asintotas | Eje v (recta x = 0) Eje v (rectax=10)

En la progresion 8 se listaron las derivadas de varias funciones, ahora incorpora a esa lista la

derivada de f{x) = log_ x. {

B 455 B

Funciones inversas

Una funcién inversa es una funcion que deshace el efecto de otra funcién. En otras palabras, si la
funcién original transforma un elemento @ en un elemento b, la funcioén inversa transforma al ele-
mento b en el elemento a, es decir. lo devuelve al estado original. La inversa de una funcion f{x) se
simboliza como /! con el superindice “—1". Es decir, dos funciones son inversas si:

(S g)x)=Algx)) =gl Ax))=(gf)x)=x
O bien, / es la funcion inversa de fsi:
(S e ) = (AxD =SS () = (S /)x) =x

Las funciones exponenciales v logaritmicas estan estre-
chamente relacionadas v son inversas una de la otra. Una fun-
cidon exponencial f(x) = a* donde a es positivo y distinto de |
tiene como inversa a la funcion logaritmica /' (x) = log, x.
Algunos casos particulares son:

» La funcién exponencial natural f(x) = ¢' es la inversa
de la funcién logaritmo natural /~ (x) = In x.

* La funcién exponencial decimal (con base 10)
JSlx) = 10" es la inversa de la funcion logaritmo decimal

S (x) =log x.

Observa que la funcion identidad f{x) = x es un eje de si-
metria para estas funciones.

Es posible utilizar la derivada para esbozar la grafica de
fix)=e"yg(x)=Inx.

f'(x) = (e) = &' g'(x) = (In x)' = . Estas funciones no
pueden ser cero para ningun valor de *r, por tanto, no tienen
valores criticos. Eso significa que solo pueden ser crecientes
o decrecientes, Como f'(x)=¢'> 0, paratodox e N y

2'(x) = -l- > 0, para todo x € (0, «), puedes afirmar que las
fl.mn:mnes son crecientes en todo su dominio.

Mxy=a*,a>1

Jix)=

T
345 6«x

log x, a>1

Figura 12.3. Graficas de la funcion exponen-
cial y la funcién logaritmica de base a.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025),

4%" vy =

2.._
glx)=Inx
- —t—t

8 -6-4-20|/2 4 6 8 x

Figura |24, Graficas de las funciones

M) =eye)=Inx.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025),
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~ Ejemplo formativo 112.5

1. Enlafiguradeladerechase muestranlas graficas
de las funciones f{x)=log, x vy f(x) = log,, x.

Analiza sus caracteristicas. Y
g Ji I
Resolucion
Estas dos funciones son continuas en todo su do- I Sfix) =log, x

minio, el dominio de ambas son todos los niimeros
reales, el rango son todos los niimeros reales, son
crecientes v las graficas son concavas hacia abajo,

L]
T
A

=Y

Observa que en la medida que crece la base, el cre-
cimiento de la funcion es mas lento.

Actividad formativa 12.4

l. Utihza Geogebra o Desmos para graficar sobre el mismo sistema de coordenadas las

funciones g(x) = log, x y /i(x) = log, (x — 5). Analiza sus grificas y compara sus o
comportamientos. « O
: 6}
2. Utiliza GeoGebra o Desmos para graficar las funciones f(x) = 4' y g(x) = log, x O s

Geohebm

sobre el mismo sistema de coordenadas y compara sus comportamientos.

@300 EVALUACION FORMATIVA 12.1

FEEEE SRR SR S SRS SR SRS SRS RIS F RS RS S RS E N FESE R E R S R EE

1. Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) flx)=2'
b) flx)=5%
c) glx)=logx’
d) gix)=log,(2x)

2. Utliza GeoGebra o Desmos para graficar en el mismo sistema de coordenadas las siguientes
funciones. Analiza v compara su comportamiento.

a) fix)=5
b) g(x)=5
c) hix)=log. x

3. Unapoblacion de conejos en una reserva natural crece a una tasa del 5% por mes, Siinicialmente
hay 200 conejos. plantea una formula que permita determinar el mimero de conejos P(f) en
funcion del tiempo 7 (en meses). ; Cudntos conejos habra después de seis meses?

FEAEE RS S RS ESR R E R EE R EE R ES R E R EEEEEE RIS ISR IR RS R R R R RS
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Autoevaluacion y coevaluacion 12.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupa: Turno:

| Autoevaluacion para el aprendizaje

' Selecciona en la columna, la opcidén que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 12. Responde con honestidad a la evaluacion de |
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio Ednepm" Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis

| companeros.

Comparé graficas de funciones exponenciales y logaritmicas para
| describir sus caracteristicas. (M3-C2)

Construi modelos para estudiar las funciones exponencial v logarit-
| mica. (M2-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo. que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 12 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio ngn Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

| Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

| Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Comparo graficas de funciones exponencial y logaritmicas para des-
cribir sus caracteristicas. (M3-C2)

Construyo modelos para estudiar las funciones exponencial y loga-
ritmica. (M2-C3)

Nombre y firma de quien coevaliia
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Estudio de fenémenos mediante
funciones trigonometricas

. - w
o 253/\\# 4
i - 4 (] ] i .__

Progresion de aprendizaje 13

[=]
SIEE

=T
iy
-

5. T -|'r. ¥
2 oy

Analiza y describe un fenomeno en el que la periodicidad sea un constitnyente fundamental a traves del estudio

de propiedades basicas de las funciones trigonomeétricas.

Metas de aprendizaje

En proceso

de logro

Bueno Sobresaliente

M2-C2 Desarrolla la percepcion y la intuicién |
para genemr conjeturas ante situaciones que :
requieren explicacion o interpretacion.

M2-C3 Consiruye un modelo matematico, |

idemiﬂcandn las‘ Var-_iahies de _i_nter,és+ con la E............... R D TR s S N S S B NS

H
A }

finalidad de explicar una situacién o fené- | C |
H

meno },],fﬂ resolver un prub]ema tanto tedrico

como de su entorno.

| EVALUACION DIAGNOSTICA 13.1

1. Un edificio de 30 m de altura proyecta una sombra de 40 m.
a) Calcula la hipotenusa del triangulo que se forma.

b) Selecciona la respuesta correcta. El seno del angulo de

elevacion del sol se obtiene:

1. Dividendo la altura entre la sombra proyectada.

|

EPDDDD
O0o0oon

!

!

. !
ZX =

il. Dividiendo la altura entre la hipotenusa del triangulo formado.

1. Dividiendo la sombra entre la hipotenusa,

12

ejemplos.

a)

En nuestro entomo existen muchos fendémenos fisicos que son periddicos. Describe dos

b)
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Un mngeniero estd trabajando en el disefio de un parque de atracciones. Uno de los principales
atractivos que desea construir es una montaiia rusa. Para que la montafia rusa sea emocionante
y segura, necesita entender como se comportan los vagones a lo largo de la pista, especialmente en
las partes donde suben y bajan.

La forma de la pista de la montaia rusa puede ser modelada utilizando funciones periddicas,
como el seno vy el coseno, que describen de manera efectiva el movimiento oscilatorio y las alturas
a las que llegaran los vagones en diferentes puntos del recorrido. El estudio de estas funciones per-
mite:

l. Calcular la altura maxima v minima. Comprender como la altura de la montafa rusa varia

en el tiempo, lo que es esencial para la seguridad y la emocion de los pasajeros.

2. Determinar la velocidad. Analizar como la velocidad de los vagones cambia en funcion de
su posicion en la pista, lo que es esencial para el disefio de las curvas y descensos.

3. Crear un ciclo de operacion. Disefiar un ciclo que permita que la montaia rusa funcione de
manera eficiente, asegurando que el tiempo de espera v el tiempo de recorrido sean optimos.

Funciones periodicas

Las funciones periédicas son una clase especial de funciones matematicas que se repiten a interva-
los regulares. Esto significa que después de un cierto periodo de tiempo, sus valores se repiten una
y otra vez. El estudio de las funciones periddicas es decisivo debido a su relevancia en diversas
disciplinas, incluyendo matematicas, fisica, muisica, economia y mas. Estos ciclos permiten prede-
cir comportamientos y analizar patrones, lo que resulta de mucho valor tanto en la teoria como en
aplicaciones practicas.

Observa la grifica de una funcién f(x), Figura 13.1.
Ay

s |4 N2 L 1\1\3

Figura 13.1. Grafica de una funcion fix).
Fuente: Elaboracion propia ( Desmos, 2025),

= L

4
=Y

‘;U =

Dado que los valores f{—4) =f{0) = f(4) = 0 y f{-3) = f(1) = f(5) = . esto sugiere que la funcion
es periodica con un periodo que es 4.

Funcién perigdica
Diremos que una funcion f'es periodica con periodo T, si la siguiente igualdad se cumple:

Six)=flx+1T)

Esto implica que los valores que adopta la funcion [ se repiten a intervalos especificos de tama-
fio T. Si I es un periodo de la funcion, es evidente que cualquier multiplo de T también lo serd. El
valor minimo de 7T que satisface esta definicion se denomina periodo fundamental.
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Ejemplo formativo 13.1

1. Determina el periodo fundamental de la siguiente funcion.
VA

Resolucion v

Observa que la funcion adopta el valor 0 para cada nimero natural y exhibe un comportamiento
repetitivo entre n y # + 1. Por lo tanto, dado que no existe una periodicidad de periodo menor. po-
demos concluir que el periodo fundamental de la funcion fes T'= 1.

Razones trigonometricas
Razones trigonométricas en el triangulo rectangulo

Las razones trigonométricas son relaciones matematicas que se establecen entre los lados de un
triangulo rectangulo y sus angulos. Estas razones son fundamentales en trigonometria y se utilizan
para resolver problemas relacionados con tridangulos y funciones trigonométricas. Las seis principa-
les razones trigonométricas son: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante.

En el tridngulo rectingulo ilustrado en la Figura 13.2, procedamos a determinar las razones tri-

gonometricas.
A

sen 4 — Cateto opuesto a £Z4  BC i hipotenusa _ AB
- hipotenusa ~ 4B * catetoopuestoa £4  BC

- cateto adyacente a £4  AC - hipotenusa 4B
S hipotenusa ~ AB “ cateto adyacente a £4  AC

Y cateto opuesto a £4 _ BC il A cateto adyacentea 24  AC

B cateto adyacente a £4  AC cateto opuesto a 24 ~ BC

Figura 13.2. Triangulo rectangulo 4CB.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2025).

Razones trigonométricas en el circulo unitario

Un circulo unitario es aquel que tiene su centro en el origen de coordenadas y su radio mide una
unidad. Un punto P(x, v) sobre la circunferencia define un triangulo OPQ con hipotenusa igual a 1.
Si el punto P se desplaza en sentido antihorario a partir del punto (1, 0), se forma un angulo @ que
mide entre 0 y 90° conocido como angulo en posicion normal. Cuando el punto P define un angulo
mayor que 90 se le conoce como dngulo de referencia 0. Ver Figura 13.3.

Cuadrante I Cuadrante T Cuadrante II1 Cuadrante TV
B
g
dh : @x /]
0 xQO ‘V 0 5]
P
Hord 6.=180°-@ 6, = 60— 180° 6, =360° -8
% =n—#@ =0-7 =2r—-@

Figura 13.3. Circulo unitario con el punto P en los cuatro cuadrantes.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025),
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Las funciones trigonométricas pueden definirse a partir del circulo unitario. Por ejemplo, la fun-
c16n seno de un angulo x (medido en radianes) se determina como la coordenada v del punto en el
circulo unitario que se obtiene al trazar un angulo x desde el eje positivo de las x en sentido antiho-
rario. En otras palabras, si P(x, y) representa un punto en el circulo unitario, entonces se tiene que
senx =y.

Funciones trigonometricas

Las razones trigonomeétricas son funciones que describen relaciones entre los lados de un triangulo
rectangulo y sus angulos internos. Las razones trigonométricas se manejan como sinéonimos de las
funciones trigonométricas. Sin embargo, existen diferencias sutiles entre ambos conceptos.

La razon trigonoméirica tal y como ha sido definida, esta asociada a un triangulo rectangulo. el
angulo que la genera estd dentro del rango 0-90°, lo que no ocurre cuando se utiliza el concepto de
funcién. Por otra parte, una razon trigonomeétrica puede interpretarse como un caso de relacion entre
los lados de un triangulo, en cambio, la funcién trigonométrica conceptualmente hace énfasis en la
relacion de dependencia entre las variables.

Las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente son herramientas muy utiles para el ana-
lists y la comprension de fendmenos periddicos, facilitando su representacion, analisis y prediccion.

Definicion de la funcién seno

La funcién seno, expresada como y = sen x, asigna a cada angulo x su correspondiente valor
de la raz6n seno., Su grafica es una curva continua y periodica que se repite cada 2 unidades.

La grafica de la funcién v = sen x se muestra en la Figura 13.4.
Ay

e 4+

Figura |3 4. Grafica de la funcion vy = sen x.
Fuente: Elaboracion propia ( Desmos, 2025).

y ™
Definicion de la funcién coseno
La funcién coseno, expresada como ¥ = cos ¥, asigna a cada angulo x su correspondiente
valor de la razon coseno. Su grafica es una curva continua y periédica que se repite cada 2m
unidades.
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En la Figura 13.5 se muestra la grafica de la funcién y =cos x.

2:.':\ i /4:1‘
. : ]

B, Y 5
- + ' :
_In sxr 3

¥
/l V7
0 t

w 7. 3r 5 T ¥
2 2 2 x| Uy T 2 2
-1+ -’
v
Figura 13.5. Grafica de la funcion v = cos x.
Fuente: Elaboracion propia ( Desmos, 2025).
Propiedades de las funciones y= sen xy y=cos x
] Propiedades y=senx y=rtosx
' Dominio XeER xXeN
;Rangﬂ ve[-1,1] xe[-1,1]
| Continuidad Continua Continua
W
Eny=ku Enx=5+km

| Intercepto: eje ¥

=1, 0); (0, 0); (m, 0)...

I :
| Intercepto: eje v

(0. 0)

| Puntos de inflexion

x=kn
e (=, 0); (0, 0); (m, 0)...

Concava hacia arriba

X € [-m, 0; x € [m, 2a]...

W
r=+| o
— b

Concava hacia abajo X €[2n -nl x e [0, n)... XE [— % %] XE [T
' Creciente .XE [- %* ;] IXE [31—“ an .X€[—r, 0): v e[m, 2n]...
| Decreciente :ce:[-%n ;],IE[%. %] X € [-2n,— m); x € [0, m]...

' Maximos relativos

o =2m, 1) (0, 1)...

_. Minimos relativos

)

cod—m, =1); (. —1)...

_- Simetria Impar: sen{x) =—sen x Par: cos(x) = cos(—x)
j Asintotas No tiene No tiene
] Derivada V=COSX y=—Senx

Estas propiedades hacen de las funciones seno y coseno herramientas fundamentales en matema-

ticas, fisica e ingenieria.

Las funciones seno y coseno en su forma general se expresan como:
vy=Asen(Bx+C)+D y yv=Acos(Bx+C)+D.
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Donde:

* 4 es la amplitud de la funcién. La amplitud determina la altura maxima (o minima) de la onda
con respecto al eje x. S1 A es positivo, la onda oscila entre D — 4 y D + 4. Si 4 es negativo, la
amplitud se toma como el valor absoluto y la onda se invierte verticalmente.

* B estd relacionado con la frecuencia angular, que es la cantidad de oscilaciones que ocurren en
un periodo 7.

* Ces la fase o desplazamiento horizontal de la grafica a la derecha o a la 1zquierda. S1 C <0, se
desplaza a la derecha y si1 C > 0, se desplaza a la 1zquierda.

*» D es el desplazamiento vertical, que eleva o deprime la funcion completa. Si D es positivo, la
funcién se desplaza hacia arriba: si es negativo, hacia abajo.

En resumen, la amplitud 4 y la frecuencia angular B son dos parametros clave que afectan la
forma de la onda, mfluyendo en su altura y en cuantas veces oscila en un mtervalo dado, respecti-
vamente.

Las derivadas de estas funciones son:
= [A(sen (Bx + C))+ D] = A(sen (Bx+ C))' + (D) = 4B cos (Bx + C).
v'=[A(cos (Bx + C))+ D] = A(cos (Bx+ C))' + (D) =—=4B sen (Bx+ C).

En las Figuras 13.6 v 13.7 se muestran las graficas de las funciones seno v coseno en su forma
general

B

T el il -’f'““‘,
A /\ A TJ\ N/A\
\/ \«« iif m\/

Figura 13.6, Desplazamiento lmnzunlai de Ia funcién v =4 sen (Bx + ).
Fuenie: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

' l-l Y L »
it f t - 4
—:h:- —:’s M\ i ) j -
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k- Fr .l. l" L)
i —— - 4

Figura 13.7. Desplazamiento horizontal de la funcion y = A4 cos (Bx + C).
Fuente; Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Actividad formativa 13.1

l. Utliza el graficador Desmos y traza la grifica de las siguientes funciones para diferentes
valores de 4. By D.

a) y=4Asen(Bx)+D
b) v=Acos(Bx)+D
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Ejemplo formative 13.2

1. Determina la amplitud 4, la frecuencia By la fase C para las funciones
f(x)=2sen (4.1’ + ;) y g(x) =-3 sen 2x. Utiliza un graficador para trazar las graficas de las
funciones anteriores.

Resolucion

Para f(x) = 2 sen (4-T+%) la amphitud A es el coeficiente del seno, en este caso 4 = 2. La
frecuencia B es el coeficiente de x dentro de la funcion seno. Aqui B = 4, La fase C es el

i i 2 m
término constante que acompaiia a x dentro de la funcién seno, C'= .

Para g(x) = -3 sen 2x la amplitud 4: aunque el coeficiente es negativo, la amplitud se toma
como un valor positivo, 4 = 3. La frecuencia B = 2. En esta funcion no hay término constante
sumado a 2x, por tanto C = 0.

Grafica de las funciones.

f(x)=2sen [4.1' i5 -f,i) g(x) =3 senly
A ady

kil 4ol
T V\/@ ava

Y 1
T

Ejemplo formativo 13.3

l. Uningeniero esta disefiando una montafia rusa y decide modelar la altura de la pista en funcion
de la posicion horizontal x (en metros) utilizando la funcién seno. La altura /i(x) de la pista en
metros se define como: ifx) = 10sen (ﬁ r) +15:

a) ;Cudl es la altura maxima y minima que alcanzan los vagones de la montana rusa?

b) (En qué valores de x (en metros) se alcanzan estas alturas?

c) ¢Cual es el periodo de la funcion y cada cuanto se repetira el ciclo de la montafia rusa?
Resolucién
a) Altura maxima y minima.

La funcién seno oscila entre —1 v 1. Por lo tanto, el término 10sen [-_{rﬁ- ,t'] oscila entre 10 y
10.

[a altura mixima se encuentra cuando sen [ TR

La altura minima cuando sen ["?ﬁ 1:) ==l =2}

b) Valores de x para alturas maxima y minima.

] =1 =k, = 10(1) + 15 = 25 metros.

= 10(=1)+ 15 = 5 metros.

M

Para encontrar los valores de x donde se alcanza la altura maxima

1, (x) =25: 10sen (T 1.»] -10> sen(—h- J—l = Ly =L + 2kxr = x= 10 + 40k,

Para k=0, x = 10 metros (altura maxima).
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Para la altura minima /1 (x) = 5: 10sen (% -T] =-10= sen (%-") ==l == Tk
— x =30 + 40k, Para k = 0, x = 30 metros (altura minima).
c) Periodo de la funcién.

La funcién /i(x) tiene la forma 4 sen Bx, donde el periodo T se calcula como: T = —%‘r.
En este caso, B =, por lo que: I'= 3—;‘ = 40 metros.

20° LS
Esto significa que cada 40 metros, la m-jntaﬁa rusa repetira su ciclo de altura.
En resumen
*  Alwra maxima: 25 metros (enx= 10 + 40k, parak=1, 2, ... , n).
*  Altura minima: 5 metros (en x = 30 + 40k, parak =1, 2, ... . n).

= Periodo; 40 metros.
(-30,25)  30F)0. 25

(-10,
-+ . } t } t J t 1

40 —30 =20 10 I 20 30 40 50
-—lﬂi

ﬂr:tm:da_r_:l fr::r*matwa_‘]S_E

1. Determina la amplitud 4, la frecuencia B vy la fase C para las siguientes funciones

g(x)=-3cos2x y l(x)=4dcos (lr - %) Utiliza un graficador para trazar las graficas de las
funciones anteriores. -

Ejemplo formativo 13.4

1. Se tiene un péndulo simple de 2 metros de longitud, que oscila de manera armonica en un
plano vertical. El movimiento del péndulo esta descrito por la funcién s(f) = 2sen 4+, donde
s(1) representa el desplazamiento del péndulo respecto a su posicion de equilibrio.

a) Determina la funcion velocidad de oscilacion con respecto al tiempo.
n

b) Calcula la velocidad en los instantes 7 = %y t=4

¢) Interpreta los resultados.

Resolucion

a) Funcién velocidad: para encontrar la funcién velocidad v(f), deriva la funcién desplazamiento
s(1): 8'(1) = 2(sen 4r)" = 2(4 cos 41) = 8 cos 41.

La funcion velocidad es v(r) = 8 cos 4z

b) Calculo de la velocidad en los instantes dados:

= LY i n_ n_
Parar= S.V(E)nﬂcosfl 8 HS’CDSE = 0.
n

T T _ —B(1) = —
Para!=1.1-{4) 8 cos 4 %= 8 cos m=8(~1) =8
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c) Interpretacion de los resultados:

*  En el instante f = —, la velocidad del péndulo es 0. lo que indica que el péndulo alcanza
su posicion maxima de desplazamiento (punto de maxima amplitud) en ese instante, y en
ese momento no se mueve.

« En el instante 7 = =, la velocidad es -8, lo que mndica que el péndulo se estd moviendo
hacia la posicion de equilibrio en direccion opuesta al desplazamiento positivo. El signo
negativo sugiere que el péndulo estd moviéndose hacia el lado opuesto de la amplitud
mAaxima.

Estos resultados reflejan el comportamiento tipico de un péndulo oscilante, donde la velocidad
varia a lo largo del tiempo, alcanzando cero en los puntos de maxima amplitud y tomando valores
negativos o positivos conforme se mueve hacia y desde la posicién de equilibrio.

Actividad formativa 13.3

1. Setiene unresorte de 3 metros, sujeto verticalmente por un extremo, del cual cuelga un cuerpo
que oscila durante unos segundos. El movimiento del cuerpo estd descrito por la funcion
5(t) = -5 cos 31, donde s(¢) representa la posicion del cuerpo con respecto a su posicion de
reposo.

a) Determina la funcion velocidad de oscilacion con respecto al tiempo.
b) Calcula la velocidad en el instante !=% yi= ;

c) Interpreta los resultados.

Definicién de la funcion tangente

La funcion tangente, expresada como y = tan v, asigna a cada angulo x su correspondiente
valor de la razén tangente. Su grafica es una curva discontinua y periodica que se repite cada
n unidades.

En la Figura 13.8 se muestra la grafica de la funcién y = tan x.
Y

s =2r S =/ i W

Figura 13.8. Grifica de la funcién v =tan x.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
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Actividad formativa 13.4

1. Observa la grafica de la funcion v = tan x y completa la siguiente tabla.
Propiedades de la funcién y = tan x

Propiedades V=tanx

Dominio

Rango

Continuidad

Intercepto: gje x

Intercepto: eje y

Puntos de mflexion

Concava hacia arriba

Concava hacia abajo

Monotonia

Maximos y minimos relativos

Simetria

Asintotas

Derivada

La forma general de la funcién tangente se expresa como:
y=Atan(Bx+ C)+D

Donde:

» A es un factor que afecta la amplitud de la funcién.

* B esun factor que afecta el periodo de la funcion.

* (eseldesplazamiento horizontal. Un valor negativo de € desplaza la grafica hacia la derecha,
mientras que un valor positivo la desplaza hacia la izquierda.

* D es el desplazamiento vertical, Un valor positivo de D desplaza la grafica hacia arriba, y un
valor negativo la desplaza hacia abajo.
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&S0 EVALUACION FORMATIVA 13.1

------

E‘-J

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

. Determina la amplitud 4, la frecuencia B y la fase C para las siguientes funciones, Grafica las

funciones.

a) v=—2sen(2x—4)
b) y=3cos (lx‘ 2 %]
c) y=tan 2x

Halla la derivada de las siguientes funciones.

a) y=3 sen(%r—l]+4
i ||

b) v=23cos (1\ + j]

¢) y=~6tan (x+ m)

Se tiene un péndulo simple de 3 metros de longitud, que oscila de manera armonica en un

plano vertical. El movimiento del péndulo esta descrito por la funcion s(f) = 3 sen 3¢, donde
s(r) representa el desplazamiento del péndulo respecto a su posicion de equilibrio.

a) Determina la funcion velocidad de oscilacion con respecto al triempo.

b) Calcula la velocidad en los instantes ¢ = fﬁi yi= %

¢) Interpreta los resultados.

El 26 de abril de 1977, los astrénomos anunciaron el descubrimiento de un nuevo planeta
orbitando la estrella Rho Coronae Borealis (Sky and Telescope, julio de 1997). Los astrénomos

dedujeron la existencia del planeta midiendo el cambio en la velocidad de la linea de vision de
la estrella durante un periodo de diez meses.

Las medidas parecen caer a lo largo de una onda sinusoidal, como se muestra en la figura
adjunta,

A
2= 1004
o 65.
.ﬁ-a 504
> 4
= 0
= 2
U gn
28 504
1% 8 S5
O 100

10 20 30 40
Tiempo (dias)

a) ;Cual es el periodo, amplitud v ecuacion de la onda sinusoidal?

b) (Cuantos dias terrestres se necesitan para que el planeta orbite a la estrella Rho Coronae
Borealis?

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacian y coevaluacion 13.1
|

AUTOEVALLUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel: Grupao: Turno:

| Autoevaluacion para el aprendizaje

' Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 13. Responde con honestidad a la evaluacion de |
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeno ngmﬁn ol ®  Buemo Sobresaliente

Propicie un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
| compaieros.

| Interpreté la periodicidad de las funciones trigonométricas a través de
sus propiedades. (M2-C2)

Construi modelos para describir determinados fendmenos periadicos
| utilizando las propiedades de las funciones rigonomeétricas. (M2-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 13 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeio E:El]rnmn Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis comparfieros.

. Participo activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

| Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus

companeros.

Interpreto la periodicidad de las funciones trigonométricas a través de
sus propiedades. (M2-C2)

Construyd modelos para describir determinados fenomenos periodicos
utilizando las propiedades de las funciones trigonométricas. (M2-C3)

Nombre y firma de quien coevalia
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Modelacion de situaciones
mediante funciones derivables

A 5(x)

&
{aa]

x)=35¢c0s5x /,/

2imnl w2 7 3,
7l i i

/

®
/
gl |

Progresion de aprendizaje 14

Selecciona una problematica, situacién o fendmeno tanto real como ficticio para modelarlo utilizando funciones
derivables.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro :

Metas de aprendizaje

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- |
maciones acerca de situaciones, fenomenos o :
problemas propios de la matematica, de las :
ciencias o de su contexto.

> miai»

M2-C3 Construye un modelo matematico, | : :
identificando las variables de interés, com la j v, errennasanssstsnrnissarasassnsins L
finalidad de explicar una situacion o feno-: C | : :

meﬂu :'FJIIIG msnlver un pmblemﬂ raﬂtﬂ tE&fi’CU é......_:..................................:...................................'...............................
como de su entorno. :

C
- H "
M3-C4 Organiza los procedimientos emplea- A : :
dos en la solucion de un problema a través de C
argumentos, formales para someterlo a debate 1.7 . i VO A A &
o a evaluacion. PH i : -:

[

| EVALUACION DIAGNQOSTICA 14.1
l. La derivada de la funcion flx) = (x* + 3)* es
a) f(x)=3(2+3) ) f1x) = 6x(x? + 3 ¢) ['(x) = 2x(x> + 3’

2. La derivada del producto de dos funciones u(x) y v(x) esta dada por:
a) (u-v)' =(u) - (vy
by (- v) =(u) -v+u-(v)
c) (- w)'=[(u) - v]'- [t~ (v)]
3. Determina la derivada de las siguientes funciones:
a) filx)=xlnx b) h(x) = % senx + 3Vy
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as matematicas nos brindan la posibilidad de describir, calcular v predecir el comportamiento

de una gran variedad de fenémenos que ocurren en nuestra vida cotidiana. Uno de los temas
mas importantes se da a partir del analisis de las relaciones entre magnitudes fisicas y expresiones
matematicas. Estas relaciones pueden expresarse en términos
de formulas, datos numeéricos o graficas. Asi. por ejemplo, un
grafico, una funcién o una ecuacion pueden ser modelos mate-
maticos de una situacion especifica.

QR 14.1. El mundo
de la matematica,
fundacion POLAR.

Sobre la modelacion matematica puedes profundizar entran- (Parzibyte, 2023).

do al codigo QR 14.1.

El mundo real y la modelacién con funciones derivables

Las matematicas permiten crear modelos teéricos que sirven para explicar fenémenos de la vida
real, por lo que existen una gran cantidad de problemas en diversas dreas que se resuelven utilizando
el concepto de derivada, de los cuales te mostramos algunos ejemplos en la siguiente tabla.

Area Aplicacion de la Derivada

La derivada del area de una figura se relaciona con medidas de longitud. Por ejemplo, la deri-

Geometria vada del area de un circulo respecto al radio permite obtener la longitud del radio.

Permite el estudio de evolucion de poblaciones de bacterias, de otras especies animales, de
Biologin plantas, etc., segin el tipo de crecimiento que presentan, en donde, para obtener dicho creci-
miento se necesitan las derivadas.

La derivada proporciona conocer la evolucion de ciertas enfermedades al modelar el numero
Medicina de bacterias, virus, etc., y estudiar su ritmo de crecimiento/decrecimiento si se utilizan farma-
cos, comprobando asi su efectividad.

La derivada permite realizar cilculos marginales, es decir. hallar la razén de cambio cuando
Economia | seagregauna unidad adicional al total considerado. sea cual sea la cantidad econdmica que se
esté estudiando (coste, ingreso, beneficio, produccion).

En esta progresion abordaremos la modelacion de problemas utihizando funciones logaritmicas,
exponenciales y trigonométricas que sean derivables.

Los modelos matematicos contribuyen a comprender mejor un problema. pues permiten simpli-
ficar y transeribir su complejidad mediante ecuaciones, expresiones matematicas o disefios geome-
tricos que facilitan su solucién. A modo de sugerencia, para modelar un problema, puedes utilizar un
procedimiento como el que se muestra a continuacion:

l. Identifica las variables. ;Qué representa cada variable (por ejemplo, tiempo, cantidad,
posicion)?
* Variable independiente (x). Es aquella que no depende de otra para su valor. En no pocas

ocasiones esta asociada al tempo. En un experimento o modelo, esta es la variable que el
investigador o el contexto controla o manipula.

* Variable dependiente (y). Es aquella cuyo valor depende de la variable independiente.

2. Identifica el modelo de funcion que mis se adapte a la problema:tica.

« Cuando se trata de problemas relacionados con poblaciones crecientes utiliza modelos
exponenciales.

* Para eventos que inicialmente crecen rapidamente y después de un tiempo presenta un
crecimiento desacelerado, puedes utilizar un modelo logaritmico.

* Cuando el fenémeno involucra oscilaciones, ondas o repeticiones ciclicas el modelo debe
ser trigonométrico.
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Para conocer mas sobre la modelacion matematica. revisa el
siguiente QR 14.2

Un ejemplo que ilustra todo lo anterior es el cédlculo de ve-
locidades y el de aceleraciones. Se sabe que el cambio de posi-
c16n con respecto al tiempo representa la magnitud denominada
velocidad. donde la velocidad representa la derivada (razon de cambio instantanea) de la posicion s
con respecto al tiempo £, es decir v(f) = —‘l;f%l

Asi mismo, la aceleracion se define como la variacion instantinea de la velocidad con respecto
al tiempo; la aceleracion es la segunda derivada de la posicion con respecto al tiempo. o bien es la

Resuelve v comprueba la solucion.

Algo que debes considerar es que, si se trata de analizar cambios que conlleven obtener un
maximo o un minimo, es decir valores extremos en el comportamiento del fenémeno, se debe

derivar la funcién que modele el problema.

2035,

QR 14.2. Modzlado
de funciones, Todo
Un Informatico.
Furente: Parzibyte,

t

derivada de la velocidad con respecto al tiempo, es decir a(f) = ~‘F‘;"—I,-

Ejemplo formativo 14.1

L.

En un experimento, la posicion de una particula a gran velocidad que se desplaza poruna recta

horizontal se puede modelar por medio de la ecuacion:
s(=r -6+ 1212—10r+3
Determina:
a) La posicion
b) La velocidad
¢) La aceleracion de dicha particula cuando han transcurndo 7 = 4 segundos.

Resolucion

a)

b)

La posicién. La funciéon que determina la posicion de la particula en cualquier instante 7 es:
s{ify=1" — 611+ 1217 —10¢ + 3 (s en metros y 7 en segundos); sustituyendo = 4, se lienen:

5(4) = (4)' —6(4)* + 12(4) — 10(4) + 3 =27
A los cuatro segundos, la posicion de la particula es 1gual a 27 m.
La velocidad. Derivamos la funcion s(f) = r* — 6¢% 4+ 12¢* — 107 + 3, resultando:
_ds _ d o eny 190 —
W1) =S =—- (11— 61+ 126 — 101 + 3)
v(r) =41 — 1812 + 241 - 10

Para r = 4, se tiene:
v(4)=4(4) - 18(4)2 + 24(4) - 10 =54

A los cuatro segundos, la velocidad de la particula es igual 54 m/s.

La aceleracion. Derivando la funcion velocidad 71r) = 44% — 1812 + 24¢ — 10, resulta:
a(t) = % 12236+ 24
Para 1 = 4, se tiene:

a(4) = 12(4)* - 36(4) + 24 =72

A los 4 segundo, la aceleracion de la particula es igual a 72 %,:-‘"
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Actividad fc:_rmatwaid “]

L. Sis(r) es una funcidon posicion de una particula que se mueve sobre una recta horizontal,
encuenira la posicion, velocidad y aceleracion de la particula en los instantes indicados.

a) s(f)=>51-31+2;7=1, t=2 segundos.
b) s(f) =In (3 +4); t = 2 segundos.

Ejemplo farmativo 14.2

1. Durante un estudio, el crecimiento de una poblacion de cierto tipo de insectos en una region
del Amazonas se pudo modelar mediante la siguiente funcion:

P(f) =22 In (¢ + 6),

donde ¢ representa el tiempo en dias. Determina la tasa de crecimiento de la poblaciéon de
insectos al cabo de tres dias.

Resolucion

La tasa de crecimiento es la variacion instantanea del niimero de insectos respecto al tiempo:

- dP
tasa de crecimiento: = P'(n

Por lo tanto, derivando la funcion P(¢) =22 In (f + 6)

7
N o S8
* )= 555
Una vez obtenida la funcion derivada, encontramos el valor de la tasa de crecimiento al cabo
de tres dias:

, 2 22 _
P(3) =5 =5 =24

Lo que significa que transcurridos tres dias la poblacion de insectos esta creciendo a una tasa de
dos insectos por dia.

Actividad formativa 14.2

1. El crecimiento de una inversion a lo largo del iempo se puede modelar a partir de la siguiente
funcion:
P)=In{2+ 1)

Donde el tiempo 1 estd medido en afios. Determina la tasa de crecimiento de la inversion
después de haber transcurrido 5 afios.

Ejemplo formativo 14.3

l. La poblacién de una especie crece segin la siguiente funcion:

t
P[f}=ﬁ+—l,fzu
er

donde P(r) es el niimero de individuos de la poblacion (medida en miles) y 1 el tiempo (medido
en meses) y a es una constante positiva.

a) Calcula a sabiendo que micialmenie habia 3,000 individuos.
b) (En qué momento alcanza la poblacion un maximo?

c) De existir un maximo, ;cuanto es su valor?
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Resolucion

a) Si sabemos que micialmente habia 3,000 mdividuos, como la poblacion se mide en miles,
P(0) =3, se tiene:

P(u}=3:>a+%—=3:=.a=3.
e

b) ;En qué momento alcanza la poblacion un maximo?

Dada la funcion P(f) =3 + e—i, en el intervalo [0, +w0), veamos si P tiene algiin maximo.

Reescribiendo la funcion: P(t) =3 + EL =3+ re%, encontramos la derivada:

P'(r) :(l —%]e%
Para obtener los valores criticos se 1guala la derivada a cero.
Al resolver la ecuacion (l —%) e =0, se obtiene que el tinico valor critico es f = 2.
Por lo tanto, tenemos los siguientes intervalos de prueba: [0, 2) y (2, +m0).

*» Tomando r= 1, P'(r) > 0 en [0, 2), por lo tanto, P es creciente en [0, 2).
*» Parat=4, P'(t)<0en (2, +x), por lo tanto, P es decreciente en (2, +x).

Esto quiere decir que P tiene un maximo en f = 2, esto es, a los dos meses, el cual también sera
el maximo absoluto en [0, +0).

¢) De existir un maximo, ;jcuanto es su valor?
El maximo absoluto de P en [0, +0) se alcanza en 7 = 2, por lo tanto:
2
P2)=3+—+
ex

P(2) = 3.7366

Lo anterior significa que el valor maximo de la poblacién se alcanza a los dos meses y es de
3,736 individuos.

Actividad formativa 14.3

1. Una colonia de mosquitos tiene una poblacion inicial de 1.000 individuos. Después de  dias,
la poblacion viene dada por A(7) = 1000e%%,

Encuentra la razén entre la tasa de cambio de la poblacion, A'(1), v la poblacién A(r).
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Ejemplo formativo 14.4

Li

Alejandra coloco un cuerpo metilico en el extremo de un resorte vertical y lo desplazé hacia
abajo 35 cm, en relacion con su posicion de reposo, con la intencion de estirar el resorte. Al
soltarlo, observa que se realiza un movimiento de tipo periddico y repetitivo.

A este tipo de movimiento en fisica se le denomina movimiento armonico simple; se presenta
en sistemas fisicos como resortes, péndulos y circuitos eléctricos, y su representacion grafica
se muestra en la Figura 14.1.

A 5(x)

2
ooy

Ly

Kﬁ'\\\ x)=235 cms,r/
/mfz 0 mz'\ T 3
a2 Sl

Figura 14.1. Movimiento armonico simple,
Fuenre: Elaboracion propia en GeoGebra (2023).

Alejandra determiné que la posicion en el instante x puede ser modelada mediante la funcion
s(x) = 35 cos x, donde s se mide en centimetros y x en segundos. Si se considera que la

direccion hacia abajo es positiva, ;cudl es la velocidad y la aceleracion en el instante v = %‘?
Resolucion
Como la velocidad representa la derivada de la funcion s(x) = 35 cos x. entonces:

Wx)=5'(x)=—35senx

Calcula la velocidad para x = -;[—, donde v(x) = 5'(x)

T bis
1-'(-3—) = -35 sen ('ET) =-3031

La velocidad en el instante x = % es aproximadamente de —30.31 cm/s. el valor negativo de
la velocidad fisicamente significa que el resorte en ese instante se mueve hacia arriba (se
encoge), ya que la direccion hacia abajo se considerd positiva,

Para determinar la aceleracion, calcula la segunda derivada:
5'(x)=—35senx

§"x)=alx)=-35cosx

kI8 o
n(;] __35 cns(?] =175

Esto quiere decir que hay una desaceleracion de 17.5 cim/s’, es decir que en cada segundo la
velocidad disminuye 17.5 cm/s.
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Actividad formativa 144
e T =i
1. Una banda elastica cuelga de un gancho, con una masa sujeta en su extremo inferior; cuando se
tira de la masa hacia abajo y. luego se deja en libertad, vibra verticalmente en un movimiento
armoénico simple. El movimiento se puede modelar mediante la funcion s(x) =x + cos x, donde

s se mide en centimetros y x en segundos. S1 se toma la direccion positiva la correspondiente

9
hacia abajo, encuentra la velocidad vy la aceleracion en el instante x = 13-3—-

(]

Supongamos que estamos analizando el costo marginal de produccién de una empresa.
El costo C en funcién de la cantidad producida g esta dada por

Clg) =S¢+ tan ().

Determina el costo marginal para las cantidades producidas g = 10 y g = 20.

&S0 EVALUACION FORMATIVA 14.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. Enun cultivo de laboratorio, el niimero de bacteras (medido en millones) durante las primeras
100 horas viene dado por

N(r) =25+ te ™, 1 [0, 100].
Determina:
a) Los periodos de crecimiento y decrecimiento de la poblacion.
b) Los momentos en que esta alcanza su maximo y su minimo absolutos.

2. Supongamos que tenemos una particula cuyo desplazamiento se muestra en la siguiente

grafica:
Asix)
6 /
B 4
Lk
- P —
é T4
g 2
!
:
9 2 4 6
Segundos

a) Obtén una funcion que modele el desplazamiento de la particula.
b) A continuacion, determina la velocidad y aceleracion, con que se mueve la particula.

c) Determina la posicion, velocidad y aceleracion a los tres segundos de estarse moviendo.
Interpreta los resultados obtenidos.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
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Autoevaluacian y coevaluacion 14.1

AUTOEVALLUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel: Grupao: Turno:

| Autoevaluacion para el aprendizaje

' Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 14. Responde con honestidad a la evaluacion de |
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio Ed“fm" Bueno  Sobresaliente
| Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaiieros.
| Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Confribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Sinteticé los pasos sugeridos para modelar y resolver problemas don-
| de se utilizan diferentes tipos de funciones derivables. (M4-C2)

Determiné funciones matematicas como modelos para describir v
resolver problemas. aplicando los conocimientos sobre derivadas.
(M2-C3)

Sistematice el procedimiento estudiado para modelar diferentes si-
| tuaciones v resolver problemas, utilizando funciones y sus derivadas.
(M3-C4)

| Coevaluacion para el aprendizaje

" Solicitaa un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeno durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 14 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio E::pm Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

| Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
| compaferos.

Sintetizo los pasos sugeridos para modelar y resolver problemas don-
de se utilizan diferentes tipos de funciones derivables. (M4-C2)

Determiné funciones matematicas como modelos para describir v
resolver problemas aplicando los conocimientos sobre derivadas.
(M2-C3)

Sistematizo el procedimiento esmdiade para modelar diferentes si-
tuaciones y resolver problemas. utilizando funciones v sus derivadas.
(M3-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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El teorema fundamental
del calculo

FX) = i i
_Fla)
6 2 )
1 ¥ =ﬂr )
R [\
i =
a b X

Progresion de aprendizaje 15

Considera y revisa algunas ideas subyacentes al teorema fundamental del calculo.

Metas de aprendizaje Egeplrggﬂsu Bueno Sobresaliente
M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- A
maciones acerca de situaciones. fenomenos o C """""""""""""""""" bi(i7 & 5% COAT T ol Rkt
problemas propios:de 10 - MAtemANCA, A8 88 L. G it saaisissssssebsisiiasioisinmtssnt sosisibiodedsas ibisssbasaidis
ciencias o de su contexto. iH
| EVALUACION DIAGNOSTICA 15.1
l. La derivada de la funcion f{x) = 5x" es:
a) f'(x) = 15+* b) f'(x) = 8x* c) f(x)=15x
2. (Cudl es la funcion cuya derivada es f'(x) = 15x°7
a) flx)=>5x" +x b) fix)=5x + c) fix)= 5
3. Las funciones f(x) =6+ 2x* —x + 3y g(x)=6x* + 2’ —x - 5:
a) Tienen derivadas diferentes
b) Tienen derivadas iguales
¢) No son derivables
4, Sif'(x)= ‘.E., entonces
a) flx) =2 b) fix)=\2x ¢) flx)=x+\2
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n auto se mueve a lo largo de una carretera y su velocidad en funcién del tiempo esta dada porla
funcion v(r) = 3r%, donde v es la velocidad en metros por segundo v 7 es el tiempo en segundos.
Se quiere determinar la posicion del coche en cualquier instante 1.

Ya sabes que la velocidad es la dertvada de la posicion respecto al tiempo. pero ;coémo encontrar
una expresion que te permita encontrar la posicion del coche en cualquier instante 7 o en uno espe-
cifico conociendo la velocidad?

En una modelacién matematica de este problema, dado que la velocidad es una funcion (la deri-
vada de la posicion respecto al tiempo), se trata, entonces, de encontrar una funcién que exprese la
posicion respecto al tiempo, de manera que, al derivar se obtiene la velocidad con que se desplaza
el auto.

En las progresiones anteriores. a pariir de una funcion has resuelto obtener su derivada; el proble-
ma se invierte, es decir, dada una funcién f, encontrar, si existe, otra funcién F tal que F' = f. A esta
funcién F se le denomina antiderivada o primitiva de [y nos permite recuperar la funcion original
a partir de su derivada f".

Definicion de antiderivada

Una funcion F{x) es una primitiva o antiderivada de otra funcion f{x), sobre un intervalo /, si se
cumple F'(x) = f(x) para todo x € I.

Ejemplo formativo 15.1

l. Sif{x)=3 para todo x € (—ac, +o0), entonces F(x) = 3x es una primitiva de f(x), pues F'(x) =3
para todo x € (—w0, +c0).

b

Si flx) = e, entonces F(x) = ' es una antiderivada de [ pues F'(x) = ¢ = f{x) para todo
X € (—o0, +00).

3. Sif{x)=2x es la derivada de una funcion F, las siguientes funciones son antiderivadas de f.
F(x) =x2, pues F'{x) = 2x
F(x)=x>+2, pues F'(x)=2x
F(x)=x*-35, pues F'(x) = 2x

De 1gual forma:

Para las funciones: Son antiderivadas:

a) filx)=e" F(x)=e+ 10
F{x)=e-10

b) flx)=100x} F(x) =25+ 20
F(x)=25x-20

Como habras podido apreciar en los ejemplos anteriores, la antiderivada de una funcion no es
una tnica funcion, es un conjunto o familia de funciones, yva que, en general, s1 F(x) es una primitiva
o antiderivada de 'y C es una constante arbitraria, entonces F(x) + C, también es una antiderivada
de f, pues

d(F(x) + C)

i = F'(x)+ (C) = flx) + 0= f(x)

Persamiento Matematicolll | 149 |



Actividad formativa 15.1

1. Determina una antiderivada de las siguientes funciones:

a) fix) =-.JI- b) g(x)= 100x* c) hix)=cosx
2. Completa la siguiente tabla.
Funcion _| Una anfiderivada |
flx)=20 | Fix)= i
Slx) = | F(x)=20x"+2x |
| flx) =201 -2 | F(x)= |
flx)= | Flx)=3r—4x + 5x ‘
flx) =20e° +3 | F(x)= |

S—

Para obtener una antiderivada F(x). hemos utilizado, de cierta manera en sentido inverso, las for-
mulas basicas de derivacién ya estudiadas y a este proceso se le [lama antiderivacion o integracion.
Es por ello, que al conjunto de todas las primitivas o antiderivadas de la funcion f'se le llama integral
indefinida de f.

La integral indefinida de una funcion es una funcién que representa todas las antiderivadas posi-
bles de la funcion original y se denota con un simbolo particular, [, denominado integral, seguido de
la funcién y una expresion que incluye la variable de integracion,

( R

Definicion de integral indefinida

Dada una funcién f(x), al conjunto de todas sus antiderivadas F(x) + C se le denomina integral
indefinida de fcon respecto a la variable x y se representa por

[y de=Fx) +C

v, ¢oabias qua?

El simbolo de integral, |, tiene una historia interesante. Fue introducido por el matema-
tico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz en el siglo XVII, reconocido como uno de los
padres del cilculo, junto con Isaac Newton,

T

El simbolo es una version estilizada de la letra **S™ alargada, que proviene de la palabra
latina “summa”, que significa “suma”. Leibniz eligié este simbolo para representar la
operacion de integracion porque la integral de una funcion puede considerarse como la
suma de infinitos rectangulos infinitesimales bajo la curva de la funcion.

El término de indefinida se asocia a la constante C que es arbitraria, Si se busca una antiderivada
o integral en particular hay que determinar el valor correspondiente de C. Para ello, se requieren las
coordenadas de un punto que pertenezca a la antiderivada especifica,
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Ejemplo formativo 15.2

l. Determina la integral de la funcion f{x) = 15x* que contiene al punto P(1. 10).

Resolucion
De acuerdo con la definicion de integral [152dx=5v+C

Es decir, has obtenido toda la familia de primitivas, F(x) = 5x* + C, ya que

d(sx*+C
A0 1se+(Cy =15x

Si buscas, de ellas, la que contiene al punto P(1, 10), como eso significa que cuando x = 1,
F(1)= 10, se sustituyen esas coordenadas en la expresion de F(x)=5x*+C

0=5(1PF+C = 10=5(1)+C = C=5

La primitiva o integral buscada es F(x) = 5x* + 5.

Actividad formativa 15.2
l. Determina la integral de la funcién f{x) = 2x + 1 que pasa por el punto P(1. 4).
2. En un vivero se cultivan plantas y se sigue su crecimiento. La velocidad de crecimiento esta

dada por v(t) = 1.7r + 5, donde f es el tiempo en afios. Al plantarse en el semillero miden
inicialmente 15 cm. Determina qué altura alcanzaran a los 1 afios.

Integral y area bajo la curva

En Pensamiento Matematico I, el drea bajo la curva de la distribucién normal estandar significa la
probabilidad de que el valor de una variable aleatoria caiga dentro de un rango especifico.

Vamos a analizar qué significado tiene la integral con el drea bajo la curva que determina la gra-
fica de una funcion y lo haremos a través de un ejemplo particular. Ya has visto que una antiderivada
o integral de la funcién constante f{x) = k es la funcién F(x) = kx. Supdn que tienes una funcion
constante, por ejemplo f(x) = 3 y quieres determinar el area determinada por esta funcion y el eje x
entre el valor x = 0 y un valor x, como se muestra en la Figura 15.1.

Figura 15.1. Area bajo la curva de f{x) = 3.
Fuenre: Elaboracion propia (Word. 2025).

El drea que determina esta funcion en los limites previstos es el drea de un rectangulo, dada por
Alx)=b-h=(x,—x)( v, — 1) =(x—0)(3 - 0) = 3x, lo que coincide con la expresién de la integral
de la funcion f{x) = 3.

Asi, en este ejemplo, |3 dx = 3x es una antiderivada de f(x) = 3 y representa el area bajo la curva
que describe la funcion constante 1gual a 3 entre los limites 0 vy x.
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Este resultado es general, aunque se ha obtenido a partir de un ejemplo; se obtiene en cursos de
calculo integral y expresa que. cuando consideramos una funcién continua sobre un intervalo cerra-
do [a, b] la integral o antiderivada de dicha funcién respecto a dicho intervalo cerrado, representa el
area bajo la curva que delimita dicha funcion, el eje x y los limites que determinan los valoresa y b,
como se muestra en la Figura 15.2. En este caso se denomina integral definida y se denota [ flx)dkx.

-1'I|l

T -
a b
Figura 15.2. Area bajo la curva de fix).

Fuiente: Elaboracion propia (Word, 2025).

t

El extremo 1zquierdo del intervalo se denomina limite inferior de la integral y el extremo derecho
linute superior.

S1 quieres profundizar sobre el significado geoméirico de la integral definida observa el video
que aparece en QR 15.1.

QR 151 ;Quéeslia
integral?  Signifi-
cade de la integral
definida. BlueDot,
Fuenre: Parzibyte,
2025.

Si1 bien la ntegral definida proporciona como significado geométrico el drea bajo la curva que
representa a una funcioén entre dos valores determinados, analiticamente expresa la relacion entre
dos conceptos principales del calculo infinitesimal, la derivada y la integral.

Teorema fundamental del Calculo

Considera la integral definida con limite superior variable, es decir |1 finde, y sea Flx)= Iz Sfindt. El
teorema fundamental del céalculo, que establece la relacion entre los conceptos de derivada e inte-
gral, se puede subdividir en dos partes principales.

Primer teorema fundamental del cilculo

Sea funa funcion continua en el intervalo [a, b] y F(x) = |% f(f)dt para x € [a, b], entonces
F'(x) = flx).

Esta primera parte o primer teorema expresa que toda funcién continua en un intervalo admite
una antiderivada o primitiva y que la derivada de la integral de la funcién es la funciéon misma.

Segundo teorema fundamental del cilculo

Si flx) es una funcién continua sobre un intervalo [a, b] y F una primitiva de fsobre [a, b], se
cumple |2 fix)dx = F(b) — Fla).
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El segundo teorema expresa como calcular una integral definida usando una antiderivada cual-
quiera de la funcion f(x).

Para evaluar la integral definida, se utiliza la siguiente notacion
2 fx)ydx = F(x) s = F(b) - F(a)

donde F(x) es una primitiva de f{x). La notacion F(x)l; significa que F debe evaluarse en b y
luego en a, siempre que b > a.

Ejemplo formativo 15.3
I. A partir de la expresion [* flx)dx = F(b) — F(a), calcula las siguientes integrales definidas.
a) |3 2dx

b) |3 (x* +2) dx
c) [} (=2 +4) dx

Resolucion
Aplica el teorema fundamental del calculo [; f(x)dx = F(b) — F(a). cona=-2y b =2.

a) |3 2dv=2¢|3=2(2)-2(-2)=8

b) [3(x*+2) dx = [“Td - p_,-.,] = [% +2(2) ] [‘ =l ':[-2)]

-l
) [} (—=x2 +4) dx

e a5+ [ a0 |4 o)
NCRRECRPRONIE

Actividad formativa 15.3

1. Calcula las siguientes integrales.
a) [3(~r2+35)dt
b) @@ +4—Ddr

Ya conoces que la velocidad es la derivada de la posicidn respecto al tiempo, luego la posicion es
antiderivada de la velocidad v a su vez. la velocidad es antiderivada de la aceleracion. En relacion
con estas magnitudes el Teorema Fundamental del Calculo nos dice que, si tienes:

* Una funcion velocidad v(r) y calculas su integral desde 1, hasta .. obtienes la distancia recorrida
entre esos dos valores de tiempo.

« Una funcion que representa la distancia recorrida en funcion del tiempo, la derivada de esta
funcién te da la velocidad instantanea.
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Ejemplo formativo 15.4

1. Dos nadadores, Ana y Bruno, compiten en una carrera de 30 segundos. La posicion de Ana en
funcion del tiempo 7 (en segundos) esta dada por la funcién s, (1) = 0.17% + 0.5¢, donde s, (1)
estd en metros. La velocidad de Bruno en funcion del tiempo r esta dada por v, (1) = 0.2¢ + 0.3,
donde v, (1) esta en metros por segundo.

a) Determina quién ha avanzado mas a los 30 segundos.
b) Calcula la velocidad de ambos a los 30 segundos.

Resolucion
a) Calcula la distancia recorrida por cada uno.

» Distancia recorrida por Ana:

La posicion de Ana después de 30 segundos se obtiene evaluando su funcion de posicion
en f = 30;
5, (30) = 0.1(30)2 + 0.5(30) = 90 + 15 = 105

» Distancia recorrida por Bruno:

Para encontrar la distancia recorrida por Bruno, necesitas integrar su funcion velocidad
desde 1 = 0 hasta r = 30:
30

© (0.2 +0.3)dt = [t:-.z-';- + ﬂ.:’-I] -

1]

30)°
0.2 Lz‘}-+ 0.3(30)|-0=99

Ana ha recorrido 105 metros en 30 segundos, mientras que Bruno ha recorrido 99 metros
en el mismo tiempo. Por lo tanto, Ana ha recorrido mas distancia que Bruno al cabo de 30
segundos.

b) Determina la velocidad de cada uno a los 30 segundos:
» Velocidad de Ana:
La posicion de Ana esta dada por s, (1) = 0.117 + 0.51.
Para obtener la velocidad deriva esta funcién con respecto al tiempo #:
wr)=s"(t)=02r+0.5
Evalta esta funcion en ¢ = 30: v(30) =0.2(30) + 0.5 = 6.5
» Velocidad de Bruno:

La velocidad de Bruno esta dada directamente por la funcién v, () = 0.21 + 0.3, por lo que
evalua la funcion para 1 = 30

vy (30)=0.2(30) + 0.3 = 6.3
A los 30 segundos, Ana iba a una velocidad de 6.5 m/s y Bruno a 6.3 mv/s.

Actividad formativa 154

. Ana y Bruno se preparan para una nueva competencia de natacion. En un entrenamiento,
la aceleracion de Ana en funcién del tiempo ¢ (en segundos) estd dada por la funcion
a (1) = 0.005¢ + 0.02, donde a (1) estd en metros por segundo al cuadrado. La aceleracion de
Bruno en funcion del tiempo ¢ esta dada por la funcién ay(7) = 0.0047 + 0.025, donde a,(r) esta
en metros por segundo al cuadrado.

a) (Qué velocidad llevaba cada uno a los 20 segundos de estar nadando?

b) (Qué distancia habia recorrido cada uno entre los 10 y 20 segundos?
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& %00 EVALUACION FORMATIVA 15.1

" ARRRERE N SRR RS RS E R R e AR EREEE R SRR RS R

l.

b

Responde si las afirmaciones siguientes son verdaderas (V') o falsas (F).

l_ Proposicion

(V)/(F)

a) Una funcion no puede tener mas de una primitiva o antiderivada.

b) La derivada de una funcion f permite calcular el area bajo la curva que representa la
funcion.

| ¢) Para calcular la integral de una funcion entre dos valores se evalia una antiderivada
de dicha funcién en esos dos valores.

d) El teorema fundamental del cilculo relaciona la derivada de una funcién con su pri-
mitiva.

i e) La derivada de la integral de una funcién es la funcion misma.

5 1
Representa con un graficador la funcién flx) =— 7 x* + 3x — 5, para2 <x < 10.

a) ;Como calculas el drea entre la curva de esa funcion y el eje x7

b) Calcula el drea entre la curva de esa funcion y el eje x.

El jardinero de la preparatoria CU Mochis necesita césped para embellecer un espacio de la
unidad académica y para ello utilizé una carretilla para transportar materiales cuya velocidad
quedd determinada por la funcion v(f) =—* + 4¢, donde la velocidad se mide en kilometros por

hora.

a) Determina una antiderivada F{t) para la funcién velocidad v(7) = —#2 + 4r.

b) Calcula la distancia recorrida en las primeras dos horas.
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Autoevaluacion y coevaluacion 15.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para
el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 15. Responde con honestidad a la evaluacion de
cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
Desempeiio de logro Bueno  Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis companieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis

companeros.

Analicé como la integrl caracteriza geométricamente el drea bajo
una curva y como se utiliza en la solucion de problemas aplicando el
teorema fundamental del cdlculo. (M4-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 15 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

-~ En proceso .
Desempeiio MFI‘;;N Bueno  Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compaieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuy6 colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Analizé como la integral caracteriza geométricamente el drea bajo

una curva y como se utiliza en la solucion de problemas aplicando el
teorema fundamental del calculo. (M4-C2)

Nombre y firma de quien coevaliia
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Figura 1.1. Precursores del Calculo Infinitesimal. Fuente: Elaborada en OpenAl (2025).

Figura 1.2. Carrera de autos. Fuente: Elaborada en OpenAl (2025).

Figura 1.3. Grafica de una funcién. Fuente: Elaboracion propia, (GeoGebra, 2025).

Figura 2.1. Issac Newton (1643-1727). Fuente: Generada por OpenAl, 2025,

Figura 2.2. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Fuente: Generada por OpenAl, 2025.

Figura 2.3. Pendiente de la curva posicién — tiempo (Fisica). Fuente: Generada por OpenAl, 2025.
Figura 2.4, Tasa de cambio (Economia). Fuente: Generada por OpenAl, 2025,

Figura 2.5. Inclinacién o direccion de una superficie (Ingenieria). Fuente: Generada por OpenAl,
2025.

Figura 2.6. Atleta corriendo en una pista circular. Fuente: Generada por OpenAl 2025.
Figura 2.7. Carretera sinuosa. Fuente: Generada por OpenAl, 2025,
Figura 2.8. Sombra de un drbol. Fuenre: Generada por OpenAl, 2025.

Figura 2.9. Graficas de las funciones: f(x) = x* — 2x? + |, y = |. Fuente: Elaboracion propia (GeoGe-
bra, 2025).

Figura 2.10. Funcion f{x) = ¥° y la recta secante que pasa por los puntos Py Q. Fuente: Elaboracion
propia (GeoGebra, 2025).
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Figura 2.11. Variaciones Ax y Ay entre Py O. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
Figura 3.1 Esquema de una funcién. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2025).
Figura 3.2. Esquema de la funciéon compuesta. Fuente: Elaboracion propia (Word, 2025).

Figura 4.1, Comportamiento de la temperatura del invernadero de 0 a 24 horas. Fuente: Elaboracion
propia (Desmos, 2025).

Figura 4.2. Grafica de una funcién y = f(x). Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.3. Dominio y rango de una funcién. Fuenre: Elaboracion propia (Desmos, 2025),

Figura 4.4. Continuidad de una funcién. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.5. Monotonia de una funcion. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.6. Maximo y minimo relativo de una funcion. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
Figura 4.7. Concavidad de una funcion. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025),
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Figura 4.9. Paridad de una funcién. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.10. Simetria de una funcion. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.11. Asintotas de una funcién. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.12. Caracteristicas de la funcion f{x) = —x* + 5x. Fuente: Elaboracidn propia (Desmos,
2025).

Figura 4.13. Gréficas de funciones lineales. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 5.1. Grafica de f(x) = :1: ll . Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
Figura 6.1. Funcion continua C(t). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Figura 6.2. Tipos de discontinuidad de una funcién en un punto. Fuente: Elaboracion propia (Geo-
Gebra, 2025).

Figura 7.1. Mapa de Sinaloa. Fuente: Lamudi. Disponible en https://www.lamudi.com.mx/journal/
mapa-sinaloa/

Figura 7.2. Curva de una funcién y = f{x) con tangente y secante. Fuente: Elaboracion propia (Geo-
Gebra, 2025).

Figura 10.1. Monotonia de una funcién. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Figura 10.2. La pendiente de la recta tangente en un punto y su conexion con la monotonia de la
funcion. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Figura 10.3. Maximo local. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
Figura 10.4. Minimo local. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
Figura 10.5. Funcion céncava hacia arriba. Fuenre: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
Figura 10.6. Funcién concava hacia abajo. Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Figura 11.1. Rectangulos con perimetros iguales y dreas diferentes. Fuente: Elaboracion propia
(Word, 2025).

Figura 12.1. Grafica de la funcion f(x) = a*. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
Figura 12.2. Grafica de la funcion f(x) = log_x. Fuenre: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

| 158 Ellli".":”"-i.".’ de consulta para gl estudiante Vv oal protesot



Figura 12.3. Graficas de la funcidn exponencial y la funcion logaritmica de base a. Fuente: Elabora-
c16n propia (Desmos, 2025).

Figura 12.4. Graficas de las funciones f(x) = €' y g(x) = In x. Fuente: Elaboracion propia (Desmos,
2025).

Figura 13.1. Grafica de una funcién f(x). Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
Figura 13.2. Tridngulo rectangulo ACB. Fuente: Elaboracion propia (Word. 2025),

Figura 13.3. Circulo unitario con el punto P en los cuatro cuadrantes. Fuente: Elaboracion propia
(GeoGebra, 2025),

Figura 13.4. Grafica de la funcion v = sen x. Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
Figura 13.5. Grafica de la funcion v = cos x. Fuente: Elaboracién propia (Desmos, 2025).

Figura 13.6. Desplazamiento horizontal de la funcion y = A4 sen (Bx + C). Fuente: Elaboracion propia
(Desmos, 2025).
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(Desmos, 2025).

Figura 13.8. Grafica de la funcién v = tan x. Fuente: Elaboracién propia (Desmos, 2025).
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Referencia a las fuentes de consulta de codigos OR
QR L1 Significado del Célculo Diferencial (Parzibyte, 2025).

QR 1.2. Desarrollo historico del Célculo Infinitesimal. https://eulerus.es/~libros/calculo.html (Par-
zibyte, 2025).

QR 2.1. Applet de GeoGebra (Parzibyte, 2025).
QR 2.2. Applet de GeoGebra (Parzibyte, 2025).

Codigo QR 5.1. Paradoja de Zenon. Video de TEDEd Sé Curioso. https://youtu.be/SolpJZ859kQ
(Parzibyte, 2025).

Coédigo QR 10.1. Video 2 del profe Alex, optimizacion. https://youtu.be/CHqUqY8zU5k. (Parzibyte,
2025).

Cédigo QR 10.2. Video 4 del profe Alex, optimizacion. https://youtu.be/lerCuP_rl9L. (Parzibyte,
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